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第 一 章 ”数学 建 模 的 方法 论 基础 


沽 着 科学 技术 对 研究 对 象 的 日 益 精 确 化 . 定 基 化 和 数学 化 , 随 
着 电子 计算 技术 的 广泛 应 用 ,数学 模型 已 成 为 处 理科 技 领域 中 各 
种 实际 问题 的 重要 工具 ,并 在 自然 科学 ,工程 技术 科学 与 社会 科学 
的 各 个 领域 中 得 到 广泛 应 用. 诸如 经 济 ,管理 .工农 业 , 甚 至 社会 学 
等 , 什么 是 “数学 模型 ", 如 何 建立 数学 模型 ,是 科技 工作 者 极 感 兴 
趣 的 问题 ， 


8$1.1 数学 模型 


数学 模型 ,就 是 针对 或 参照 某 种 问题 (事件 或 系统 ) 的 特征 和 
数量 相依 关系 ,采用 形式 化 语言 ,概括 或 近似 地 表达 出 来 的 一 种 数 
学 结构 
、 ”数学 模型 因 问 题 不 同 而 异 ,建立 数学 模型 也 没有 固定 的 格式 
和 标准 ,甚至 对 同一 个 问题 ,从 不 同 角度 .不 同 要 求 出 发 ,可 以 建立 
起 不 同 的 数学 模型 . 因此 与 其 说 数学 建 模 是 一 门 技 术 ,不 如 说 是 一 
门 艺术 . 它 需 要 熟练 的 数学 技巧 .丰富 的 想象 力 和 敏锐 的 洞察 力 ， 
需要 大 量 阅读 .思考 别人 做 的 模型 ,尤其 要 自己 动手 ,亲身 体验 . 

建立 数学 模型 一 般 有 如 下 要 求 ， 

1" 足够 的 精度 , 即 要 求 把 本 质 的 关系 和 规律 反映 进去 ,把 非 
本 质 的 去 掉 

2* 简单 ,便于 处 理 . 

3* 依据 要 充分 , 即 要 依据 科学 规律 ,经 济 规律 来 建立 公式 和 
图 表 . 

4 尽量 借鉴 标准 形式 . 

5* 模型 所 表示 的 系统 要 能 操纵 和 控制 ,便于 检验 和 修改 
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用 数学 方法 研究 实际 问 是 ,需要 对 这 些 问题 进行 识别 和 考 虚 
最 适合 的 或 比较 好 的 提 法 ,这 不 仅 需 要 相应 领域 的 数学 理论 和 方 
法 ,也 需要 相应 领域 的 专业 知识 , 因此 建立 模型 的 工作 ,常常 是 由 
数学 家 与 有 关 沁 家 共 间 完成 . 

建立 数学 模型 的 一 般 步 又 是 ， 

第 - 步 ” 对 问题 (事件 或 系统 ) 进 行 观察 , 想 篆 其 运动 变化 情 
况 , 用 非 形式 语言 (自然 语言 ) 进 行 措 述 ,初步 确定 描述 问题 的 变量 
及 相互 关系 

第 二 步 ” 确 定 问题 的 所 属 系统 (力学 系统 ,生态 系统 ,管理 系 
统 等 ) ,并 型 大 概 的 类 型 (离散 模型 .连续 模型 .随机 模型 等 ) 以 及 措 
述 这 类 系统 所 用 的 数学 工具 (图 论 方法 、 常 微分 方程 等 ), 提 出 假 
说 . 

第 三 步 ” 将 假说 进行 扩充 和 形式 化 ,选择 具有 关键 性 作用 的 
变量 及 其 相互 关系 (主要 矛盾), 进 行 简 化 和 抽象 ,将 问题 的 内 在 规 
律 用 数字 ,图 表 . 公 式 、 符 导 表 示 出 来 ,经 过 数学 上 的 推导 和 分 析 ， 
得 到 定 基 (或 定性 ) 关 系 ,初步 形成 数学 模型 . 

第 四 步 ” 根 据 现场 试验 和 对 试验 数据 的 统计 分 析 合 计 模 型 参 
数 . 

第 五 步 “ 检验 修 改 模 型 . 这 是 在 反映 问题 的 真实 性 与 便于 数 
学 处 理 之 间 的 折 裹 过程. 模型 共有 在 被 检验 .评价 .确认 基本 符合 
要 求 后 ,才能 被 接受 ;否则 需要 修改 模型 ， 这 种 修改 有 时 是 局 部 的 ， 
有 时 直至 要 推倒 重 来 . 

建立 数学 模型 ,可 能 会 涉及 到 许多 数学 分 支 . 一 个 问题 ,往往 
可 以 利用 不 间 方 法 建立 不 同 的 模型 .因此 绝对 的 分 类 ,对 于 建立 数 
学 模型 是 不 利 的 . 但 是 大 致 的 分 类 ,对 初学 者 ,在 确立 原型 所 属 系 
统 和 采用 数学 工具 时 ,会 有 一 定 的 帮助 . 数学 模型 有 多 种 分 类 方 
法 : 

按时 间 变 化 对 模型 的 影响 ,可 分 为 时 变 与 时 不 变 模 型 ,静态 与 
动态 模型 等 。 
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按 变 晤 情况 可 分 为 离散 烧 型 与 连续 模型 ,确定 性 和 随机 性 模 


按 实际 系统 与 周围 环境 相互 关系 可 分 为 自治 的 和 非 艰 治 模 

按 研究 方法 和 对 象 的 数学 特征 ,可 分 为 优化 模型 、 返 辑 模 型 、 
稳定 性 模型 .扩散 模型 等 . 

 ， 按 研究 对 象 的 实际 领域 可 分 为 人 口 模型 .交通 模 现 . 生 态 模 

型 .经济 模 型 .社会 模型 等 . 

模型 茸 修 改 与 化 简 , 是 建 模 中 技巧 性 较 强 的 环节 . 由 于 实际 情 
咒 是 复杂 多 变 的 ,往往 不 能 简单 套用 现 有 模型 , 例如 ,有 的 参数 在 
茶 个 场合 容易 得 到 ,而 在 另 一 场合 却 得 不 到 ,这 就 迫使 人 们 改 用 其 
他 形式 的 模型 ;有 时 在 构造 模型 的 过 程 中 发 现 必须 拥有 这 祥 或 屠 
祥 的 数据 ,或 指出 模型 应 朝 哪 一 个 方向 修正 ;有 时 ,虽然 复杂 的 模 
型 已 经 构 出 ,但 作 试 验 或 求解 却 十 分 困难 ,这 也 迫使 人 们 采用 较 往 
单 的 近似 模型 . 

常用 简化 模型 的 方法 有 : 

1° 除去 一 些 变量 

在 机 理 分 析 中 ,在 一 定 条 件 下 , 常 将 描述 分 布 参 数 系统 的 偏 微 
分 方程 ,简化 为 集中 参数 的 常 微分 方程 ， 

在 统计 分 析 中 , 则 采用 主 成 分 分 析 法 ,向 后 回归 法 (淘汰 法 ) 和 
逐步 回归 方法 309, 以 减少 变量 个 数 . 或 在 建 模 之 前 ,采用 正 交 试 
验方 法 ,在 众多 因素 (变量) 中 找 出 对 指标 有 显著 影响 的 少量 因素 
再 进行 优选 试验 ,进而 建立 模型 . 

2* 合并 一 些 变量 

在 构造 模型 时 ,把 一 些 性 质 相 同 或 相似 的 变量 合并 成 少数 有 
代表 性 的 变量 . 尽管 这 样 做 降低 了 模型 的 精度 ,但 只 要 能 满足 建 模 
的 基本 要 求 , 则 是 可 行 的 . 例如 在 经 济 系 统 建 模 中 ,经 过 多 年 研究 
探索 ,将 国民 经 济 上 千 个 部 门 合并 成 61 个 变量 ， 

3° 改变 变量 的 性 质 


常用 的 方法 是 ,把 某 些 非 主 要 的 或 暂时 的 变量 看 作 常 量 , 把 连 
续 变 量 看 作 离散 变量 ,或 把 离散 变量 看 作 连 续 变 量 , 

4° 改变 变量 之 间 的 函数 关系 

当 处 理 非 线性 问题 遇 到 困难 时 ,或 建 模 精 度 要 求 不 高 时 , 常 将 
非 线 性 函数 在 某 一 点 处 展开 (Taylor 展开 ), 取 前 两 项 作为 近似 表 
这 式 , 即 用 线性 关系 逼近 非 线 性 关系 式 . 这 一 线性 化 方法 在 工程 界 
被 广泛 采用 . 也 可 以 采用 二 次 函数 或 其 他 研究 比较 透彻 的 机 数 盘 
近 , 而 使 模型 简化 . 

在 随机 性 模型 中 , 常 采用 一 些 熟 悉 的 概率 分 布 丽 教 ,如 正 态 分 
布 、 指数 分 布 等 去 代 普 不 太 好 处 理 的 概率 分 布 函 数 . 

5° 改变 约 东 关系 

为 简化 模型 有 时 还 可 以 对 变量 的 约束 条 人 忻 加 以 改变 ,如 增加 
一 些 约束 ,或 去 掉 一 些 约 束 ,对 约束 进行 一 些 修改 等 等 , 鲍 如 在 求 
解数 学 规划 间 题 时 ,车 要 求 目 标 函 数 的 极 大 值 , 侧 真正 解 不 一 定 能 
找到 时 , 则 增加 约束 后 求 得 的 可 行 解 一 般 是 偏 低 的 , 称 之 为 保守 解 
或 悲观 解 . 去 掉 一 些 约束 求 得 的 解 往往 偏 高 , 称 之 为 冒进 解 或 乐观 
解 . 虽然 它们 都 不 是 问题 的 真正 的 解 ， 但 可 以 通过 他 们 来 了 解 真正 
解 的 范围 ,这 对 问题 进行 初步 评价 是 有 用 的 . 

6” 模型 结构 的 转换 

若 某 种 模型 在 理论 上 很 漂亮 ,但 求解 很 困难 ， 甚至 无 法 求解 ， 
或 者 某 种 模型 ,要 求 具备 某 种 数据 ,而 这 种 数据 不 具备 或 不 易 得 
到 ,我 们 只 有 改 用 其 他 形式 的 模型 , 即 改变 模型 的 结构 

模型 结构 的 转换 , 融 要 在 对 问题 透彻 理解 和 想象 的 基础 上 , 实 
现 视角 的 转换 , 即 从 不 同 的 角度 观察 问题 ,进而 采用 不 同 揭 数 学 工 
具 来 描述 癌 一 问题 . | 

在 建 模 时 ,能 否 用 数学 工具 描述 某 一 问题 的 特征 是 建 模 的 前 
提 . 当 根 据 观 测 数据 对 回归 模型 的 参数 或 时 序 模型 的 参数 进行 估 
计时 ,系统 可 辨识 性 问题 也 就 同时 提出 来 了 . 当 根 据 某 物 理 场 的 信 
息 估 计 相 应 偏 微分 方程 中 的 某 些 系 数 时 ,如 场 移 存 在 范围 或 边界 

得 


条 件 ,我 们 也 遇 到 了 数学 物理 反问 题 的 适 定 性 问题 ,… 这 些 数 学 
建 模 的 理论 问题 留待 在 专门 的 问题 中 研究 , 这 里 仅 围 绕 数 学 建 模 
的 方法 展开 讨论 . 


$1.2 建 模 的 逻辑 思维 方法 


从 对 数学 模型 的 要 求 . 建 模 的 过 程 与 步 媒 来 看 ;要 建立 数学 模 
型 ,应 具备 下 述 五 个 方面 的 能 力 : 

1° 分 析 综 合 能 力 ; 

2° 抽象 概括 能 力 ; 

3° 想象 泣 察 能 力 ; 

4* 运用 数学 工具 的 能 力 ; 

5° 通过 实践 验证 数学 模型 的 能 旋 . 

建立 数学 模型 是 一 种 积极 的 思维 活动 ,从 认识 论 角 度 看 ,是 一 
种 极为 复杂 上 且 应 变 能 力 很 强 的 心理 现象 ,因此 没有 统一 的 模式 , 没 
有 固定 的 方法 ,其 中 既 有 有 还 辑 思维 ,又 有 非 逻 辑 思 维 . 建 模 过 程 大 
体 都 要 经 过 分 析 与 综合 .抽象 与 概括 、 比 较 与 类 比 、 系 统 化 与 具体 
化 的 阶段 ;其 中 分 析 与 综合 是 基础 ,抽象 与 概括 是 关键 , 从 敢 辑 思 
维 来 说 ,抽象 ,归纳 ,演绎 ,类 比 等 形式 退 辑 的 思维 方法 大 量 被 采 
用 . 熟悉 这 些 基本 方法 ;无疑 对 提高 建 模 能 力 会 有 帮助 . 下 面试 图 
以 一 些 实例 说 明 这 些 方法 的 应 用 . 当然 这 些 实 例 本 身 是 多 种 方法 
的 结果 ,并 不 能 忽然 划分 到 某 一 方法 类 中 . 


一 .抽象 


科学 研究 就 是 要 揭示 事物 的 共性 和 联系 的 规律 ,天 此 就 要 忽 
略 每 个 具体 事物 的 特殊 性 ,着 眼 于 整体 积 一 般 规 律 . 

例 1-1 人 们 在 日 常生 活 中 ,经 常会 遇 到 这 样 一 个 问题 :有 四 
杀 腿 的 家 具 ,如 椅子 .桌子 等 ,往往 不 能 一 次 放 稳 ,只 能 有 三 只 脚 着 
地 ,需要 旋转 调整 儿 次 , 方 可 以 使 四 只 脚 着 地 , 放 稳 . 这 个 看 来 做 平 
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与 数学 无 关 的 现象 能 用 数学 语言 表述 ,并 用 数学 工具 证 实 吗 ? 

数学 建 模 的 美 键 是 用 数学 语言 把 四 只 脚 同 时 闭 地 的 条 件 和 结 
论 表 示 出 来 . 
1" 椅子 的 位 置 和 调整 的 表述 . 注意 到 椅子 脚 连 线 成 正方 形 ， 
以 中 心 点 为 对 称 点 ,正方 形 绕 中 心 的 旋转 表示 了 棒 于 位置 的 改变 
{可 假设 椅子 位 置 调整 中 只 有 旋转 而 没有 平 称 , 央 为 在 实际 问题 中 
只 要 旋转 调整 便 可 放 稳 ). 内 此 可 以 用 旋转 角 庆 这 一 变量 表示 棒子 
的 位 置 . 在 图 1-1 中 ,ABCD 为 椅子 初始 位 置 ,AB'C'D' 为 酚 子 绕 
中 心 点 。 旋转 8 角 后 的 位 置 . 

2* 椅 肢 着 地 的 数学 表示 . 显然 苦 用 变量 表示 椅 脚 与 地 面 的 算 
离 , 当 此 变量 为 零 时 ,就 表示 椅 脚 着 地 , 这 样 需 引 进 四 个 变量 , 且 殉 
为 8 的 函数 (因为 质子 的 位 置 不 同时 , 棒 脚 与 地 面 的 距离 不 岗 ).， 

现在 考 嵌 化 简 . 由 于 正方 形 是 中 心 对 称 的 ,只 要 假定 两 个 距离 
函数 即 可 - 设 A.C 两 脚 与 地 面 距 离 之 和 为 疙 0),B.D 两 脚 与 地 面 
距离 之 和 为 EC 的 ,显然 站 外 ,gg() 守 0. 

对 三 只 脚 着 地 和 四 只 脚 着 地 的 潘 述 , 由 于 椅子 在 任何 位 置 诗 

少 有 三 只 脚 着 地 ,所 以 对 于 任意 的 870) 和 有 (的 中 至 少 有 一 个 为 

零 , 因 此 便 有 Fr 的 5( 人 一 交 当 有 0 时 ,不 妨 设 二 (的 一 OFD) > 
0. 车 四 只 脚 一 样 长 , 则 旋转 90" 后 ,只 是 两 对 角 线 互 换 , 因 此 当 9= 
Tz/2 时 ,了 (9) 二 0,g(9)>0. 在 8== 抽 四 只 脚 着 地 时 ,了 ( 扣 ) 一 g (8) 
二 则 , 

3" 函数 A 站 与 g(9) 的 性 质 . 假设 地 面 高 度 是 连续 变化 的 , 则 
f( 拉 和 g (09) 为 9 的 连续 函数 . 

将 上 述 分 析 中 的 假设 和 模型 整理 出 来 . 

上 模型 假设 

1° 椅子 四 条 腿 一 样 长 ‘这样 椅子 在 绕 中 心 旋转 时 , 仪 与 8 和 角 有 
关 , 而 不 会 因 四 条 腿 不 一 样 长 ,而 与 椅 妥 有 关 ) , 椿 脚 与 地 面 接触 处 
可 视 为 一 个 点 (只 考虑 几何 位 蔷 ), 四 脚 的 连 线 旦 正方形. 

2° 地 面 高 度 是 连续 变化 前 , 即 为 连续 曲面 , 沿 任何 方向 都 不 
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会 出 现 间断 (保证 了 六 g& 的 连续 性 ). 

3 对 于 椅 脚 的 间距 秆 椅 腿 的 长 魔 而 言 , 地 面 是 相对 平坦 的 ， 
椅子 在 任何 位 置 至 少 有 三 只 脚 辣 时 着 地 . 

2. 模型 的 构成 

”将 用 自然 语言 描述 的 现象 ,翻译 成 形式 化 的 数学 诺言 . 

令 f(0) 为 4.C 与 地 面 距 离 之 和 ,g(9) 为 8 与 地 面 虐 离 之 
和 . /8 是 #8 的 连续 函数 , 则 间 题 表述 为 ; 

已 知 连续 函数 (四 和 g( 引 ;9E50,x/2], 满 足 

FO gO ET[o,r72] 
且 fF0,g(0)=0; ftr/2)=0, gtr/2) 0 

求证 ; 存 痊 加 EL9,x/23, 使 fF() 二 g (6 二 0. 

3. 模型 求解 

现在 向 题 的 数学 求解 也 清楚 了 . 

命 月 (9) 二 了 (9) 一 g 罗 ,网 有 CO)>0) 而 有 Cx/2)< 之 0; 由 于 fg 
是 连续 的 , 议 亦 为 连续 , 根据 连续 孙 数 的 中 值 定理 知 , 必 存在 &.， 
0<p<< 了 ,使 Ab) 一 0, 即 -KE) 一 5C8). 又 因为 (06) -gbo) 一 
9, 故 

F(8) 一 有 (8 一 0. 

问题 得 到 解决 .在 该 叮 题 的 建 
模 中 巧妙 的 是 用 一 元 变量 5 表示 椅 
子 的 位 置 ,以 及 用 两 个 匡 数 表示 椅 
子 四 脚 与 地 面 的 距离 . 根据 实际 经 
验 , 畏 子 或 虞 子 亦 可 以 是 长 方形 ,由 
此 可 看 出 利用 正方 形 的 中 心 对 称 性 图 1-1 椅子 的 放置 
及 旋转 90" 不 是 本 质 性 的 . 


一 归纳 
就 人 类 总 的 认识 秩序 而 言 ,总 是 先 认识 菜 些 特殊 现象 ,然后 过 


渡 到 对 一 般 现 象 的 认 设 . 灯 纳 就 是 成 特殊 的 具 体 的 认识 推进 到 一 
般 的 抽象 的 认识 的 一 种 思维 方式 , 它 是 科学 发 现 的 一 种 常用 的 有 
效 的 思维 方式 . 归纳 的 前 提 是 存在 单个 的 事实 或 特殊 的 情况 ,所 以 
归纳 是 立足 于 观察 .经 验 或 实验 的 基础 上 的 , 另外 ,归纳 是 依据 车 
干 已 知 的 不 完全 的 现象 推断 尚 属 未 知 的 现象 ,因此 结论 具有 猜测 
的 性 质 , 然 而 它 却 超越 了 前 提包 含 的 内 容 . 

开 普 勤 第 三 定律 的 发 现 ,可 视 为 归纳 法 的 典型 例子 . 

例 1-2 开 普 勒 第 三 定律 的 发 现 . 

第 谷 * 布 拉 赫 (1546 一 1601) 观 测 行星 运动 ,积累 了 20 年 的 资 
料 . 开 普 勒 (1571 一 1630) 作 为 他 的 助手 ,运用 数学 工具 分 析 研 究 这 
些 资料 ,发 现 火 星 的 位 置 与 根据 哥 白 尼 的 “行星 绕 太 限 的 运行 轨道 
是 圆 形 的 ”理论 所 计算 的 位 置 相差 8 弧 分 . 在 深入 分 析 的 基础 上 ， 
他 于 1609 年 归纳 出 所 谓 开 普 勤 第 一 定律 ;各 行星 分 别 在 不 同 的 椭 
圆 胃 道上 绕 太 阳 运 行 . 太阳 位 于 这 些 权 圆 的 一 个 焦点 上 , 以 及 开 普 
勒 第 二 定律 :单位 时 间 内 ,太阳 一 一 行星 行径 打 过 的 面积 是 常数 
“对 一 旺 行 星 而 言 ). 为 了 寻求 行星 运动 周期 与 轨道 尺寸 的 关系 ,他 
将 当时 已 发 现 的 六 大 行星 的 运行 周期 和 视 贺 轨道 的 长 半 轴 列 成 表 
格 , 如 表 1-1 所 示 . 经 反复 研究 . 终于 总 结 出 第 三 定律 :行星 运行 膨 
期 的 平方 与 其 椭圆 轨道 长 举 轴 的 三 次 方 成 正比 . 

表 1-1 太 大 行星 运行 周期 和 机 圆 轨 道 的 长 半 轴 


显然 开 普 款 在 总 结 上 述 规律 时 使 用 的 是 不 完全 归纳 法 ,在 理 
论证 角 后 才 成 为 定律 ,但 归纳 所 得 到 的 猜测 , 却 具 有 科学 发 现 的 重 
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大 意 文 .在 计算 机 和 计算 方法 迅速 发 展 的 今天 ,这 种 归纳 也 可 以 用 
一 种 数学 方法 得 到 ,这 就 是 数据 分 析 法 中 的 非 线 性 回归 ,这 一 点 将 
在 第 八 章 中 讨论 . 


三 .演绎 


演绎 推理 是 由 一 般 性 的 命题 推出 特殊 命题 的 推理 方法 . 演 经 
推理 的 作用 在 于 把 特殊 情况 明晰 化 ,把 秦 涵 的 性 质 扫 露出 来 ,有 助 
于 科学 的 理论 化 和 体系 化 . 

牛 辐 以 微 积分 为 工具 ,在 开 普 勒 三 定律 和 牛顿 力学 第 二 定律 
的 基础 上 ,演绎 出 万 有 引力 定律 ,这 -定律 成 功 好 定量 好 解释 了 许 
多 自然 现象 ,也 为 其 后 一 系列 的 观测 和 实验 数据 所 证 实 . 

例 1-3 万 有 引力 定律 的 产生 . 

牛顿 认为 一 切 运 动 如 有 其 力 学 原因 , 开 普 勒 三 定律 的 背后 必 
定 有 茶 个 力学 规律 起 作用 ,他 要 构造 一 个 模型 吉 以 解释 . 

以 为 原点 建立 极 坐 标 系 ,向 径 r 表示 位 置 ,如 图 1-2 所 示 . 


图 1-2 六 系 四 的 行星 运 道 


将 开 普 更 三 定律 作为 假设 1 、f! ,EE ,牛顿 力学 第 二 定律 作为 
假设 ,它们 可 表示 为 | 

1 ) 和 轨道 方程 为 
(1) 


站 l1+ecosp 


其 中 ,一 人, 必 一 a1(1 一 er) a 为 长 半 加 ,为 短 半 轴 ,e 为 离心 率 . 


1)y r=4 (2) 


其 中 4 是 单位 时 间 内 辣 径 >” 扫 过 的 面积 ,对 某 一 颗 行 星 而 言 ,4 
是 常数 ,8 表示 8 对 时 间 上 的 导数 . 


I» Ti ka 3) 
其 中 全 是 行星 运行 周期 ,是 绝对 常数 . | 
Ny feer C4) 


囊 示 太阳 和 行星 间 的 作用 力 了 与 加 速度 7 的 方向 一 致 ,与 7 的 大 
小 成 正比 . 现在 试图 从 这 四 条 假设 出 发 ,寻找 太阴 与 行星 间作 用 力 
的 方向 和 大 小 应 满足 的 关系 : 即 了 的 关系 式 . 


选取 基 向 景 
1 本 5Os 庆 十 Sin 人 
， C5) 
{Hs 一 sin 大 十 cosBr 
纯 图 1-2 所 示 ,于 是 r 二 rw (6) 
因为 
HC=—sing + Wcosd . PF = tn (7?) 
B= —cosd + Msing :0j= — tu, (8) 
由 6)(7) 式 得 到 行星 运动 的 速度 和 加 速 谋 
r=ru, ri (9) 
r={tr—rO w+ {ret 2re)u, C10» 
据 (2) 式 ,有 9=2， (11) 
3 二 44z 《12) 
及 
由 (142 和 (127> 式 知 (10) 起 右 端 第 二 项 r8 二 2r9 一 0, 故 有 
r= 
据 (17 和 (2) 式 ,可 得 
一 开 esing 。 0 一 24。sing (14) 
a ’ 
.~ 2A 
rp eos. 8= 答 3 全) C153 
将 (11)515)? 式 代入 (13) 式 ,得 
-4 《16) 
Fr 一 一 
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将 {16) 式 与 (5)(7) 式 相 比 较 知 ,太阳 对 行星 的 作用 力 了 的 方向 与 
癌 径 为 向 正好 相反 , 即 了 在 太阳 与 行星 的 连 线 方向 上 ,指向 太 
阳 :f 的 大 小 与 太阳 一 一 行星 间距 离 的 平方 成 反比 . 
下 面 进 一步 证 上 明 5163 式 中 的 比例 系数 4/ 是 绝对 常数 4 
和 p 都 不 是 绝对 常数 ,其 数值 取决 于 所 讨论 的 是 哪 一 颗 行星 ). 
根据 4 和 2) 式 中 ,8 的 定义 , 任 行星 的 运行 周期 六 满足 
TA=xat (17) 
出 (27 4)? 式 和 (17? 式 可 得 


A mab: rio a rr 


bp Tip ka "pr Ek 
式 中 基 和 不 尼 为 绝对 常数 ,这 说 明 引 力 的 比例 系数 对 “万 物 ? 是 同 
一 常数 . 万 有 引力 定律 得 到 证 明 . 

四 、 美 比 


类 比 是 在 两 类 不 同 的 事物 之 间 进 行 对 比 , 找 出 车 主 相 同 或 相 
似 点 之 后 ,推测 在 其 他 方面 也 可 能 存在 相同 或 相似 之 处 的 一 种 已 


” 维 方式 . 由 于 类 比 是 共 估 们 已 经 掌握 了 的 事物 的 属性 ,推测 被 正在 


研究 中 的 事物 的 属性 ,所 以 类 比 的 结果 是 猜测 性 的 ,不 一 定 可 靠 ， 
但 它 却 具有 发 现 的 功能 ,是 创造 性 思维 的 重要 方法 . 

例 1-4 电话 系统 模型 . 

本 措 纪 补 , 由 于 自动 电话 的 出 现 ,通话 需求 与 通话 最 务 供给 的 
平衡 问题 ,成 了 研究 的 热门 . 丹麦 数学 家 埃 尔 朗 (A. 天 .Erlang) ,在 
物理 学 家 吉 布 斯 (Gibbs) 统 计 平 衡 概 念 的 启发 下 ,超越 一 般 组 台 分 
析 计 算 的 方法 ,运用 类 比 的 思维 ,把 统计 平衡 概念 借用 过 来 ;建立 
了 呼叫 生 灭 过 程 的 横 键 . 

埃 尔 朗 把 封闭 系统 热 分 子 的 渗透 扩散 比 作 电话 系统 呼叫 的 生 
灭 .一 个 呼叫 的 发 生 ,好 像 一 个 分 子 从 液体 扩散 进入 封 妆 秦 统 中 的 
气体 ,而 一 个 呼叫 的 结束 ,又 好 像 一 个 热 分 子 从 气体 中 涂 透 到 液体 
中 ,这 样 他 就 把 热力 学 统计 平衡 模型 全 部 搬 过 来 ,建立 起 电话 寿 叫 
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统计 娃 衡 的 方程 . 如 图 1-3 所 示 就 是 一 个 类 比 对 照 . 


图 1-3 电话 占线 与 热 分 子 运 动 钓 类比 

现在 考虑 单位 时 间 内 呼叫 需求 , 即 单位 时 间 府 到 达 的 呼叫 数 、 
用 4 表示 . 对 于 电话 最 务 , 可 以 用 单位 时 间 内 通话 完毕 的 通话 次 数 
A# 表 示 , 并 假定 两 者 使 用 同 -- 单 位 时 间 度 量 . 这 正 像 在 封闭 容器 内 
汽化 的 热 分 子 的 汽化 率 与 冷 肯 热 分 子 的 冷 具 率 一 样 . 把 电话 系统 
内 有 瞬时 的 正在 通话 的 线路 数 半 叫做 状态 (类 伏 于 封 古 系 统 内 气体 
的 热 分 子 数 ). 所 请 统计 平衡 就 是 由 状态 到 状态 "十 1 的 概率 和 
由 状态 ”十 1 到 状态 上 的 概率 相等 . 

令 P, 表示 在 心 内 系统 处 于 状态 nn 的 栓 率 , 则 根据 统计 平衡 ， 
有 

A A * P=(nt ldP,..: 
(严格 来 说 ,PP, 与 PE。 与 时 间 上 有关, 但 在 系统 平衡 时 , 即 A 一 0 
时 ,可 以 表示 平稳 值 }, 于 是 | 
aAP,={nl}y ae Ps n=0l,2r"* 

有 道 推 公式 


A A 2 
卫 。 -一 人 LA 


antl" n+l)*an 
如 果 系 统 无 限制 , 则 


CAf pa) 


P, :一 … 一 


1 2 


故 rp.=1/> MLN -wy, 


Gey 
这 是 Peisson 分 布 . 
但 系统 一 般 都 有 限制 ,0 扫 msN , 则 


SS Yep 


上 2 nm -1 
P,= ES A “+ ] 


A 
故 PP 一 全 | 1 十 么 十 -十 … 十 


这 就 是 著名 的 斤 尔 妆 电 话 拔 夫 素 公 \ 式 . 许多 年 来 ;就 是 用 这 一 公式 
来 设计 运用 电话 系统 的 通话 线路 与 通话 率 的 . 有 关 埃 尔 朗 分 布 ,可 
参考 文献 [15]- 

在 自然 现象 中 可 以 看 到 许 许多 多 可 类 比 的 同 态 现象 ,如 电路 
振 划 系统 与 机 械 振 荡 共 统 . 单 振 简 谐 运动 与 L-C 振荡 等 . 康德 在 
《宇宙 发 现 概论 } 中 说 :* 每 当 殖 智 缺 簿 可 车 论证 的 思想 时 ,类 比 这 
个 方法 往往 指引 我 们 前 进 .” 

例 1-5 大 和 体 肌 内 的 类 比 简 型. 

当 人 大体 遇 肉 不 受 力 时 ,其 作用 类 似 于 无 源 机 械 元 件 . 车 施加 一 
外 力 ( 徊 如 提起 一 重 物 } 使 肌肉 拉 休 ,此 时 肌肉 呈现 弹性 机 械 的 特 
点 , 肌 府 组 织 的 伸缩 运动 常常 伴随 着 热量 的 产生 和 温度 的 增高 . 这 
些 效 应 表明 在 山 肉 组 织 具 有 某 种 类 似 于 摩擦 机 构 的 作用 ,使 得 肌 
肉 运 动 时 一 部 分 机 械 能 作 功 ,而 秀一 部 分 则 变 为 热能 . 

按照 以 上 分 析 , 可 以 用 一 个 理想 的 弹簧 各 一 个 阻尼 器 的 组 合 
来 类 比 一 束 肌肉 的 物理 模型 ,其 中 弹 赞 类 比 于 肌肉 的 弹性 ,而 阻尼 
器 则 类 比 于 肌肉 的 痒 氛 现象 ,如 图 -4C(a) 所 示 . 其 中 (ec) 为 力学 模 
型 的 电路 类 比 模型 . 这 里 利用 了 机 械 系统 和 电路 的 类 比 关 系 ;作用 
力 ft2) 类 比 于 申 压 源 e(tt) ,阻尼 万 类 比 于 电阻 只 ,质量 MM 类比 于 

13. 


各 op { 


电感 工 . 描述 图 1-4tb}) 所 示 约 数学 模型 是 
大 一 五 HKy= DotK vd 
描述 图 1-4tc) 所 示 的 数学 模型 是 


i2) 一 南 vG) 十 到 | de 


i 
(C2) L 


<a) 无 靳 阮 内 tb} 肌 肉 的 力学 类 北 枚 型 ic}3 盟 南 和 的 电学 类 比 模型 
图 1-4 肌肉 的 类 比 模型 


子 TO} 


五 . 檬 氢 


模拟 是 以 模型 去 模拟 和 仿照 原型 的 合理 的 结构 特性 和 特殊 的 
功能 .原理 的 一 种 科学 研究 方法 , 它 以 类 比 为 逻辑 基础 ,或 属于 类 
比 的 一 种 特殊 形式 ,而 在 功能 .原理 的 产生 或 来 源 的 方式 上 称 为 模 
所 \， 

下 面 是 Packing 问题 的 一 个 启发 式 (heristic}) 和 解法 [25]. 

例 1-6 放置 问题 . 

考虑 如 下 问题 ;在 一 个 已 知 的 容器 中 希望 能 放下 N 个 已 知 不 
同形 状 大 小 的 狗 体 ,其 中 界限 窜 器 的 封闭 边境 以及 各 个 物体 都 是 
不 可 账 入 的 刚性 实体 . 如 果 容 观 上 放 不 下 ,要 求 作出 放 不 下 的 判 
断 ,如 果 容 观 上 放 得 下 , 则 要 求 给 出 每 个 物体 的 位 置 和 方向 . 这 里 
忽 陪 了 NN 个 物体 之 闻 的 和 内涵, 即 相互 间 联系 的 约束 ,而 认为 是 独 
立 的 ;因而 可 以 仅仅 研究 其 几何 关系. 

这 类 问题 在 科学 研究 与 生产 实践 中 具有 重要 意义 ,如 卫星 仪 
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器 舱 和 坦克 内 的 布置 设计 以 及 下 料 问 题 等 等 : 但 是 对 于 这 样 一 个 
看 来 十 分 清楚 的 几何 问题 ,在 数学 上 至 今 还 没有 一 般 性 的 严格 的 
理论 解法 ,这 是 一 个 具有 NP 难度 的 问题 (参见 第 三 章 $3.4). 

我 们 将 放置 疝 题 视 为 一 动态 过 程 , 即 从 某 初始 状态 并 始 的 调 
整 过 程 .这 一 调整 过 程 可 从 日 常生 活 中 的 实例 中 受到 启发 . 其 一 是 
大 米 的 放 和 质 . 一 引 大 米 , 当 我 们 将 米 缸 轻 轻 播 动 ,每 标 大 米 都 在 运 
动 , 在 调整 自己 的 位 竹 , 最 终 米 碘 中 米 的 高 度 降 低 了 ,因此 又 可 以 
多 放置 适当 数量 的 大 米 . 其 二 是 在 一 辆 拥挤 的 公共 汽车 中 ,在 汽车 
起 步 ,刹车 和 颠 复 过 程 中 ,每 个 乘客 都 在 作 微小 运动 ,调整 自己 的 
位 置 ,最 终 大 家 都 感到 比 开 始 要 自在 一 些 , 车 能 达到 彼此 都 不 挤 
《可 雇 接触 ), 则 可 认为 人 都 放置 好 了 . 由 此 可 将 原 问题 中 这 N 个 
物体 视 为 光滑 的 弹性 实体 ,将 容器 想象 为 充满 整 个 三 维 空间 的 光 
清 弹 性 物 , 不 过 其 中 国 挖 去 部 分 实体 而 形成 一 个 空 腔 , 此 空 腔 的 大 
小 形状 相同 于 容器 所 境界 的 空间 部 分 . 想象 这 N 个 弹性 体 挤 缩 在 
这 个 弹性 空 腔 中 . 如 果 原 始 的 刚性 体 放置 问题 客观 上 有 解 , 那 么 这 
个 存在 挤 压 的 弹性 物体 与 空 腑 所 构成 的 体系 就 会 在 弹性 力 的 作用 
下 发 生 一 系列 的 迄 动 ,最 终 有 可 能 使 得 各 个 物体 与 空 腔 都 佑 复 自 
已 的 大 小 与 形状 ,因而 放置 问题 的 定 解 条 件 得 到 满足 . 

将 固 结 于 容 咽 之 上 的 空间 箱 -卡尔 坐 标 系 取 作 绝对 举 标 系 ,对 
每 一 个 物体 都 按 某 种 方式 事先 指定 一 个 固 结 于 其 上 的 笛 卡 尔 坐标 
系 , 此 坐标 系 的 原点 选 振 在 物体 的 几何 重心 上 . 第 ;个 物体 在 容器 
中 的 状态 由 以 下 六 个 实数 所 播 述 :m aa 各, 员 让 守 一 1,2 NN. 
其 中 心 ,we 表示 第 个 物体 的 几何 重心 在 绝对 坐标 系 之 下 的 坐 
标 ;0 ,1 表示 第 i 个 物体 在 绝对 坐标 系 之 下 的 殉 拉 角 , 它 们 表 
现 了 此 物体 所 处 的 方向 . 因此 整个 容器 体系 的 一 个 状态 由 如 下 
6N 个 实数 所 描述 xy yz Yini 二 1,2 ,NN. 

我 们 将 物体 容器 体系 的 拨 有 状态 所 构成 的 集合 称 作 问 题 的 状 
态 空间 ,对 于 体系 的 任意 一 个 确定 的 状态 称 为 状态 空间 中 的 一 个 
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引进 两 物体 间 的 距离 的 概念 . 记 i.j 两 物 钵 间 的 距离 为 了 ,其 
中 i 疙 jj 二 1,2,…… 和, 当 站 j 两 物体 的 交 的 Lebesgue 测度 大 于 
零 时 ,定义 Lo<0, 其 绝对 值 等 于 :7 两 物体 沿 几 何 重心 的 连 线 方 
向 以 平移 方式 互相 远离 直到 它们 的 交 的 Lebesgue 测度 为 零 时 所 
经 过 的 长 度 . 当 i,j 两 物体 的 交 的 Lebesgue 测度 为 零 时 ,我 们 定 
义 荆 , 之 0, 其 数值 等 于 ij 两 物体 廊 其 几何 重心 连 线 方 向 以 平移 方 
式 互 相 接 近 直 到 它们 的 交 的 Lebesgue 测度 为 0* 时 所 经 过 的 长 
诬 . 如 图 1-5 所 示 . 


图 1-5 物体 间 移 交 的 Lebersque 测度 


@ ) 
\ 
So) . 


图 1-5 物体 与 容器 的 实 的 Lebesque 测度 
我 们 将 容器 外 部 看 作 带 有 一 个 空中 的 弹性 实体 ,并 将 此 实体 
看 作 第 0 个 物体 ,对 于 第 0 个 物 居 与 第 盾 人 一 1, 2 …:，N) 牺 体 
间 的 距离 L。; 有 类 似 于 两 物体 间 的 距离 ,的 定义 ,如 图 1-6 所 示 . 
当 两 物体 :7 的 距离 [<<<0 时 ,物体 闻 产 生 挤 压 ,因而 产生 弹 
性 势能 . 定义 两 物体 间 的 弹性 热能 为 
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1 当 L220 时 
Vi=4 
了 当 Li 时 

此 式 的 弹性 力学 解 辟 如 下 : 当 上 <0 时 ,|L | 表征 了 i,j 两 物 
体 挤 浴 变形 的 尺度 ,向 弹性 变形 的 势能 正比 于 变形 尺度 的 平方 ,而 
当 五 写 0 时 ,i,j 两 物体 的 交 的 测度 为 90, 没有 发 生 挤 于 ,因而 弹性 
变形 势能 为 0. 

由 下 滤 定 义 入 个 物体 与 空 有 演 所 构成 系统 的 弹性 势能 上， 


上 -上 轴 


v=5 bv, 


显然 UU 是 系统 的 状态 的 函数 ,有 即 
U=U(r yy Pi Th VEN On sh spn) 

而 且 品 实 0. 其 中 >>0 表明 状态 不 满足 必 个 物体 在 容器 中 放置 的 
要 求 ; 品 =0 则 表明 满足 放置 的 要 求 . 称 使 口 =0 的 状态 为 状态 空 
间 中 的 可 行 点 ; 

利用 下 降 算 沙 可 以 寻找 状态 空间 中 的 可 行 点 . 一 旦 求 出 可 行 
点 , 则 状态 即 指明 N 个 物体 能 放 进 容器 中 去 的 具体 的 姿 访 , 假若 
在 计算 相当 长 时 间 后 仍 算 不 出 可 行 点 , 则 或 者 是 此 问题 无 解 , 或 者 
是 由 于 以 下 三 个 原 国 造成 此 方法 失灵 :1 空间 紧张 :2 物体 大 小 县 
殊 ;3" 物 体 个 数 多 . 

上 述 模 型 提供 了 一 类 NP 难度 问题 的 近似 解法 . 这 里 是 对 弹 
性 力学 进行 模拟 . 对 统计 物理 进行 模拟 的 模拟 退火 算法 参见 文献 
[27]. 


六 ,移植 


在 科学 研究 中 ,往往 能 够 将 一 个 或 几 个 学 科 领 域 中 的 理论 和 
行 之 有 效 的 研究 方法 ,研究 手段 移 用 到 其 他 领域 当中 去 ,为 解决 其 
他 学 科 领 域 中 存在 的 疑难 问题 提供 启发 和 帮助 这 是 由 于 自然 界 
各 种 运动 形式 之 问 的 相互 联系 与 相 卫 统一 ,决定 了 各 门 自然 科学 
之 间 的 相互 影响 与 相互 渗透. 移植 的 特点 是 把 问题 的 关键 与 已 有 


的 规律 和 原理 联系 起 来 ,与 既 存 的 事实 联系 起 来 ,从 而 构成 一 个 新 
的 模型 或 深 握 其 本 质 的 概念 与 思想 . 在 类 比 和 模拟 中 都 包含 有 移 
棱 的 成 分 ,这 里 再 看 一 个 例子 . 

例 1-7 计算 图 周 率 r 的 浦 丰 投 针 模 型 ， 

1977 年 法 国 科 学 家 浦 丰 (Buffon)} 利 用 几何 概率 研究 了 投 针 
问题 :在 平面 上 郊 一 些 平行 线 , 它 们 之 间 的 焉 离 都 等 于 a, 向 此 平 
面 任 投 一 长 度 为 44<a) 的 针 , 用 工 表示 针 的 中 点 到 最 近 的 一 条 平 
行 线 的 距离 ,9 表示 针 与 平行 线 的 交角 , 则 针 与 平行 线 的 位 置 关系 
如 图 1-7 所 杀 . | 


图 .1-7? 针 与 平行 绕 的 位 置 关系 
显然 Ox 太子 ,0S9SEr, 以 G 表示 边 长 为 于 及 二 的 长 方形 ， 


为 使 针 与 平行 线 相交 ,必须 zx< 亏 singy 满足 这 个 关系 式 的 区 域 记 
为 8, 则 此 针 与 任 一 平行 线 相交 的 概率 为 


所 以 

| Tap 
因此 为 计算 x 的 近似 值 ， 可 在 投 针 试验 中 记 入 为 试验 次 数 ， 
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N 为 针 与 平行 线 相交 的 次 数 , 由 大 数 定理 : y e>0, limPtl 交 一 


pi 之 6} 一 0, 可 将 宕 作为 的 估计 值 ,由 此 可 得 的 估计 值 

此 例 采用 的 概率 方法 , 随 着 电子 计算 机 的 发 展 ,建立 了 一 种 新 
的 方法 一 过 特 卡 洛 (Monte-Carlo) 方 法 ,并 得 到 广泛 的 应 用 
[16]. 


$ 1. 3 ”观察 力 和 想象 力 的 培养 


就 数学 成 果 的 表述 而 论 ,数学 以 严密 的 演绎 系统 为 其 特征 , 然 
而 数学 发 现 的 思维 形式 (包括 产生 ,发 展 直到 完善 ) 却 远 非 单纯 的 
国 辑 思维 . 构造 数学 模型 是 一 种 创造 性 的 工作 ,需要 想象 力 、 直 觉 
和 灵感 < 顿悟 ) 这 些 非 迎 辑 思维 . 

所 谓 想象 ,是 人 们 对 头脑 中 感知 的 形象 或 称 表象 ) 进 行 加 工 
创造 新 形象 的 心理 活动 , 它 不 是 表象 的 简单 再 现 ,而 是 表象 的 夸 


张 ,升华 ,理想 化 的 改造 . 例如 * 神 ”是 由 人 的 想象 产生 的 , 神 具 有 人 


的 模样 ,但 又 胜 过 人 . 

想象 是 形象 的 ,具有 概括 性 的 . 征象 时 呈现 于 头脑 中 的 是 一 由 
整体 的 图 景 ,是 从 整体 上 对 事物 进行 思考 的 . 当然 它 在 局 部 和 细节 
上 可 能 是 模糊 的 ,从 而 带 来 想象 的 自由 性 和 灵活 性 . 

科学 的 发 现 常常 受益 于 想象 的 创造 性 功能 . 爱 因 斯 坦 说 ;“ 想 
象 力 比 知识 更 重要 ,因为 知识 是 有 限 的 ,而 想象 力 概 括 着 世界 上 的 
一 切 ,推动 着 进步 ,并 且 是 知识 的 源泉 . 严格 地 说 ,想象 力 是 科学 研 
究 中 的 实在 因素 .” 

微 积分 的 发 现 是 17 世纪 最 伟大 的 数学 成 时 , 它 是 牛顿 和 莱 布 
尼 兹 在 许多 数学 家 长 期 研究 求 切线 斜率 , 求 用 时 速度 和 研究 曲 边 
形 面 积 计 算 方法 的 基础 上 ,通过 想象 形成 了 粗糙 而 可 贵 前 最 初 思 
想 ,这 种 发 现 是 基于 几何 的 直观 和 物理 见解 ,并 不 是 泪 辑 推理 的 结 
采 ， 


直觉 思维 是 人 脑 对 客观 世界 及 其 关系 的 一 种 非常 直接 的 识别 
或 猜想 的 心理 状态 . 它 不 是 对 事物 先 作 各 方面 的 详尽 分 析 , 按 部 就 
班 地 运用 逻辑 推理 ,达到 对 事物 的 认识 ,而 是 从 整体 上 对 待 对 象 ， 
越过 思考 的 中 间 阶 段 , 直 接 接 能 到 结论 的 一 种 心智 活动 . 笛 卡 尔 认 
为 通过 直 党 就 能 发 现 作为 推理 起 点 的 .无 可 怀 组 而 清晰 明白 的 概 
念 . 莱 布 尼 兹 认为 ,通过 直觉 可 以 认识 自明 的 真理 , 两 点 之 间 , 直 线 
段 距离 最 短 ,是 出 于 直觉 的 认识 . 开 普 勒 发 现行 星 的 公转 周期 定 
和 它 与 太阳 之 间 前 距离 DP 有 关系 7T?== 户 ,是 因为 它 先 有 一 种 直 
觉 的 信念 -一 -行星 运动 是 和 谐 的 ,T 和 D 之 间 必 有 某 种 和 谐 的 关 
系 , 在 这 种 直觉 信念 的 促使 下 , 才 去 不 懈 追 求 而 发 现 的 ， 

直觉 是 一 种 胜 间 的 判断 , 它 以 头脑 中 保持 的 信息 为 基础 ,凭借 
人 们 已 有 的 大 量 知识 和 经 验 . 它 昌 烽 不 全 详尽 的 推理 ,但 它 是 依据 
事物 整体 的 ,最 突出 的 特征 来 作出 大 致 判断 的 , 盘 然 表现 出 妹 辑 的 
中 断 , 但 官 却 是 理性 思维 的 “ 凝 炼 ” 直觉 的 结果 是 一 种 猪 测 ,尽管 
其 正确 性 必须 经 过 严 烙 的 证 明 , 但 它 却 往往 能 提示 解决 问题 的 途 
径 . 

彰 加 动 认为 ,数学 的 发 明 与 创造 ,无 非 是 一 种 “组 合 "的 “选择 ” 
而 已 . 即 从 已 有 的 数学 事实 ( 梳 仿 .判断 .变换 ,结构 ,理论 等 等 出 
发 ,可 形成 无 穷 无 尽 的 给 哈 ,而 数学 家 的 工作 ,就 是 要 在 这 无 穷 的 
组 合 中 ,选择 出 有 用 的 组 合 ,扬弃 无 用 的 组 合 . 他 认为 , 摆 在 我 们 面 
前 有 无 数 条 可 供 选 择 的 道路 , 理 辑 方法 只 能 告诉 我 们 走 这 条 路 或 
那 条 路 不 会 过 到 障碍 ,但 它 却 不 能 向 我 们 指明 哪 条 道路 可 以 达到 
目的 地 , 人 们 只 能 从 远 处 凡 望 目标 .而 逐 望 的 本 领 就 是 直觉 . 

灵感 又 称 顿 悟 . 提出 灵感 ,不 由 得 使 人 想起 阿 基 米 德 从 洗 深 盆 
里 发 现 渗 力 , 算 司 到 测定 皇冠 合金 量 的 方法 ,也 使 人 想起 和 卡 尔 解 
析 玫 何 的 萌芽 思想 ,产生 手 早 展 杭 上 上 初 醒 时 的 佳 谈 . 灵感 是 一 种 高 
度 复杂 的 思维 活动 ,是 人 们 在 文学 创作 或 科学 研究 活动 中 , 因 思 想 
高 度 集中 而 突然 表现 出 来 的 一 种 心 管 活 动 . 

我 国清 代 文 艺 理 论 家 王国 维 . 曾 借用 诗句 插 给 做 学 问 的 三 个 
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阶段 ;“ 昨 夜 西 风 凋 用 树 , 独 土 高楼, 望 断 大 六 路 ; 衣 带 渐 宽 颖 不 悔 ， 
为 仇 消 得 人 人 惟 倍 ; 众 里 寻 他 干 百 席 , 草 然 侣 首 , 那 人 却 在 灯火 闻 栅 
处 . "他 指出 了 ,第 一 要 占有 资料 ,看 清 方 向 ;第 二 要 刻意 追求 ;第 三 
产生 灵感 , 顿 然 觉 恒 . 在 建立 数学 模型 的 过 程 中 ,也 有 和 它 相 似 的 
阶段 

华 罗 雪 说 :天 才 在 于 勤 音 , 收 明 在 于 积累 . "灵感 不 会 从 天 而 
降 , 而 是 在 一 定 知识 储备 的 切 础 上 ,对 疑难 问题 久 经 沉思 之 后 的 几 
种 信息 之 间 的 突然 沟通 . 

非 逻 辑 思 维 是 一 种 发 散 性 思维 , 它 与 收 僵 性 的 馆 辑 思维 相 畏 
相 成 . 在 数学 建 模 过 程 中 , 非 轧 辑 思维 由 于 松散 ,自由 ,联想 的 方面 
广 : 有 充分 的 沁 活 性 ,富有 创造 性 ,能 直接 接触 到 问题 的 结论 ,提供 
问题 结论 的 一 种 猜测 ,作为 研究 的 起 点 ,往往 能 获得 突破 性 的 创 
新 , 逻辑 思维 的 类 比 和 归纳 能 验证 , 细 化 这 种 靖 测 ,而 演绎 ,抽象 等 
方法 则 使 问题 的 解决 建立 在 更 为 坚实 可 信 的 基础 之 上 . 

在 数学 建 模 中 ,联想 活动 中 视角 的 变化 往往 产生 意 想 不 到 的 
效果 . 这 一 点 ,在 摄影 和 美术 中 已 有 很 兆 体 会 ， 横 看 或 岭 便 成 峰 ” 
正 是 它 的 生动 写照 . 
正面 是 培养 想象 力 的 几 个 例子 . 

例 1-8 某 人 人 家住 了 市 ,在 外 地 工作 ,平时 总 是 狠 坐 下 午 
5 + 30 到 达 了 市 的 火车 回去 ,他 的 妻子 准时 在 车 站 接 他 . 有 一 天 此 
大 提前 半 小 时 下 班 , 秉 火 车 5: 00 到达 了 市 ,然后 步行 回 守 , 路 
上 ,他 遇 到 了 开车 来 接 他 的 妻子 ,因此 比 平时 早 10 分 钟 到 家 . 问 此 
人 一 共 步 行 了 多少 时 间 ? 

粗 看 起 来 ,似乎 问题 的 条 件 不 够 而 无 法 求解 . 仔细 分 析 , 该 间 
题 涉及 到 两 个 人 ,由 于 问题 的 叙述 和 提问 都 是 站 在 “ 某 人 ”的 和 角度， 
而 * 某 人 ”到 达 人 市 的 时 刻 在 变化 ,因此 顺 闭 问题 正面 叙述 的 角度 
看 ,条 件 不 足 . 我 们 发 现 . 在 考虑 问题 时 ,实际 上 忽视 了 另 一 个 人 的 
存在 ,这 就 是 “妻子 .而 “妻子 "每 天 从 家 到 火车 站 的 时 刻 表 是 不 变 
的 ,这 就 找到 了 一 个 “ 参 期 系 ". 转 而 站 在 “妻子 "的 角度 观察 问题 . 

2] 


着 “妻子 ”在 这 一 天 像 往 常 一 样 继续 开车 到 火车 站 (到 火车 站 时 刻 


为 5: 30) 然 后 回 家 ,那么 他 们 就 会 在 平时 一 样 的 时 刻 到 家 . 这 说 
明 提 前 的 10 分 钟 是 没有 去 车 站 省 下 的 . 即 相 遇 时 ,妻子 距 火 车 站 
还 有 5 分 钟 的 路 程 ,因此 相遇 时 刻 为 5 : 25. 这 说 明 此 人 已 步行 了 . 
25 分 钟 . 如 鲁 1-8 所 示 . 图 中 虚线 为 节省 的 10 分钟 路 程 . 


图 1-8 
例 1-9 某 人 第 一 天 上 午 8:00 由 4 处 出 发 ,于 下 午 6:00 
到 达 召 处 ,第 二 天 上 午 8 :00 李 又 由 至 处 出 发 仍 沿 原 路 返回 ,并 
于 十 午 6:00 回 到 4 处 .证 明 : 途 中 至 少 存 在 一 点 ,此 人 在 两 天 中 
同一 了 时刻 到 达 该 外. 
将 问题 设想 成 甲乙 两 人 在 同一 天 分 别 从 4、B 两 地 相向 而 行 ， 


”两 人 必 在 途中 某 处 相遇 , 则 结论 的 正确 性 就 十 分 明显 了 - 


习 ” 题 . 


1. 什么 基数 学 模型 ? 它 与 我 们 在 日 党 生活 中 接触 到 的 段 片 ,建筑 模型 其 
及 美术 中 的 写生 ,速写 等 绘 面世 术 有 什么 相似 和 不 同 ? 
2. 为 了 培养 想象 力 ,洞察 力 和 判断 方 ,考察 对 但 时 除了 从 正面 分 析 外 ， 
还 常常 需要 从 侧面 或 反面 思考 . 试 尽 可 能 迅速 地 回答 下 列 问题 : 
(1)37 支 球 队 进 行 冠军 争夺 赛 ,每 轮 比 赛 中 出 场 的 每 两 支 球 队 中 的 胜 者 
及 轮空 者 进入 下 一 轮 ,直至 比赛 结束 . 问 共 需 进行 多 少 场 比赛 ? 
(2 甲乙 两 站 之 闻 有 电车 相通 ,每 隔 10 分 钟 甲 乙 两 站 相互 发 一 坑 车 ,但 
发 车 时 刻 不 一 定 相 同 , 甲乙 之 间 有 一 中 间 站 再 站 , 某 人 每 天 在 随机 的 时 刻 到 
达 丙 站 ,并 措 宰 景 先 经 过 丙 站 的 那 宙 车 ,结果 发 现 100 天 中 约 有 90 天 到 达 甲 
关 : 丛 约 10 天 到 达 乙 站 , 间 开 往 甲乙 站 的 电车 经 过 丙 站 的 时 刻 表 是 如 何 安 排 
的 ， 
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《3 一 男孩 和 一 女孩 分 别 在 商家 2000 米 和 1000 米 且 方向 相反 的 两 所 学 
以 上 学 ,每 天 同时 放学 后 分 别 以 4 千 米 /小 时 和 2 千 米 /小 时 的 这 度 步行 回 
家 .一 小 狗 以 6 千 米 /小 时 的 速度 由 盘 孩 处 奔 向 衣 孩 , 叉 从 女孩 姓 厅 向 男孩 ， 
如 此 往返 直至 回 到 家 中 , 癌 小 狗 森 波 了 多 少 路 程 ? 如 果 田 孩 和 女孩 上 学 时 小 
狗 也 往 授 寿 波 在 他 们 之 富 , 呵 当 他 们 到 达 学 校 时 小 狗 在 人 向 姓 ? 

3. 大 在 月 中 儿 一 直线 从 一 处 向 另 一 处 行进 时 ,十 的 速 庆 已 知 , 假设 无 
风 ，, 间 行人 步行 的 速度 过 大 才能 使 钵 雨量 晤 少 ? 
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第 一 部 分 “机 理 分 析 法 


第 二 章 ”比例 分 析 法 


建立 变量 之 间 画 数 关系 的 方法 很 多 ,其 中 最 基本 最 常用 的 方 
法 之 一 是 比例 方法 . 举例 来 说 ,如 果 以 1: 7 的 比例 作出 基 对 象 的 
比例 模型 ,那么 表面 积 的 比例 是 1 : ,体积 的 比例 是 1 : A. 

例 2-1 包装 成 本 问题 [6j. 

考虑 像 面 粉 . 尝 河 剂 或 果 黎 之 类 的 产品 ,它们 常常 是 包装 后 出 
售 的 . 注意 到 包装 比较 大 的 按 每 克 计 算 的 价格 较 慨 . 人 们 通常 认为 
这 是 由 于 节省 了 包装 和 经 营 的 成 本 的 缘 放 .或 许 有 人 会 间 , 这 是 主 
要 原因 吗 ? 是 否 还 有 其 他 重要 因素 ? 能 否 构 造 一 个 简单 模型 来 分 
析 ? 

我 们 研究 的 是 产品 成 本 如 何 随 包装 大 小 而 变化 的 规律 . 

在 产品 销售 过 程 中 ,有 批发 价 和 和 零售 价 等 不 同 的 价格 , 它 反 映 
了 销售 的 不 同 阶段 . 从 研究 批发 价格 入 手 , 即 零售 商 对 该 产品 所 屡 
村 的 价 略 . 计 入 批发 价格 的 主要 成 本 是 :生产 该 产品 的 成 本 4、 包 
装 该 产品 的 成 本 5 运输 该 产品 的 成 本 c 和 包装 材料 的 成 本 ZZ. 

产品 成 本 显然 随 商 业 竞 争 和 经 藻 规 模 不 同 而 变化 ,在 这 里 研 
究 的 是 销售 过 程 中 的 粗略 规律 ,因此 忽略 这 些 因 素 ,集中 考虑 在 原 
料 和 买卖 过 程 的 费用 上 . 设 该 产品 成 本 a 与 所 生产 的 货物 量 成 正 
比 , 记 为 accW ;其 中 WW 为 产品 重量 . 

包装 成 本 取决 于 装 包 .封包 以 及 装 箱 备 运 所 需要 的 时 间 - 装 
包 时 间 太 臻 与 体积 (因而 与 重量 ?成 比 俩 ,而 对 于 体积 在 一 定 范围 
内 的 包装 ,后 了 酚 部 分 时 间 相 差 不 大 . 于 是 对 于 某 些 下 的 常数 了 和 
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运费 可 能 同时 取决 于 重量 和 体积 ,因为 体积 与 装 满 的 包 的 重 
量 成 出 例 ,所 以 ceceW. 

包装 用 材料 的 威 本 较为 复杂 , 它 取 诀 于 包装 生产 者 必须 偿付 
的 各 种 成 本 , 即 必须 考虑 对 于 包装 品 生产 者 来 说 的 a.8.c 和 d. 设 
对 那些 盛装 制造 最 后 包 著 品 的 原料 的 容器 ,其 成 本 忽略 不 计 ,出 每 
件 包装 的 成 本 取决 于 它 的 重量 和 体积 . 若 所 考虑 包装 前 变动 范围 
不 太太 ,可 认为 各 种 体积 的 包装 所 用 的 包装 材料 相间 . 因此 每 件 
包装 所 消耗 材料 量 5 因 而 也 是 每 件 包 装 的 重量 ) 与 所 覆盖 的 表面 积 
成 正比 . 每 件 包装 品 的 体积 与 包装 品 的 表面 积 或 体积 成 正比 , 它 
取 雇 于 摊 平 后 运输 ( 像 纸 板 之 类 ) 还 是 成 型 后 运输 ( 像 芍 现 器 亚 之 
类 ) 所 以 打包 者 的 成 本 

d=hW HAS mm 

其 中 ,fh 宇 0,k 记 0,m 六 0 的 为 常数 ,S 是 表面 积 . 

现在 将 比例 法 中 涉及 的 自 变 量化 为 一 个 自 变量 一 一 重量 . 假 
设 各 种 包装 品 在 密 何 形状 上 蚌 大 致 相似 的 ,体积 几乎 与 线性 尺 庶 
的 立方 成 正比 ,表面 积 几乎 与 线性 尺度 的 平方 成 正比 , 即 了 ec,S 
cc 有 所 以 SocE .由 于 VW, 有 Sw 于 是 每 克 的 批发 成 本 
是 

中 村 2 十 蓝 

其 中 ,六 .4 为 正 数 - 由 此 看 出 , 当 包 装 增 大 时 , 即 每 包 内 产品 的 
重量 W 增 大 时 ,每 克 的 成 本 下 降 . 

进一步 的 分 析 可 以 看 到 ,每 克 产 品 的 成 本 下 隆 速 度 


出 成 本/ 好) __$p 二 -9 
dW aW 1 WW 


这 大 研 的 减 函 数 . 因此 当 包 装 比较 大 时 ,每 克 的 节省 率 增 训 得 比 
较 慢 . 总 节省 率 为 
rW pW Taw 
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也 是 W 的 减 函数 ,其 直观 解释 是 :购买 预先 包装 好 的 产品 时 ,把 小 
型 包装 的 包装 规格 (体积 ) 增 大 一 傍 , 每 克 所 节省 的 钱 , 颁 向 于 比 大 
型 的 包装 规格 增 大 一 信 所 节省 的 钱 多 ,这 里 说 “倾向 于 ”是 因为 模 
型 是 粗糙 的 .然而 在 定性 预测 中 往往 很 可 靠 .而 验证 上 述 解 释 也 
是 很 容易 的 ,只 须 计算 加 在 |， 一 感 严 |, 的 值 ,其 中 W 二 2W，， 

此 模型 可 推广 于 零售 价格 ,零售 成 本 取决 于 批发 价 ,销售 成 本 
和 仓库 成 本 ,后 两 种 成 本 具有 有 W 十 M 的 形式 ,因此 上 述 结论 也 
适用 于 零售 价格 


习 题 


1. 研究 零售 价格 情况 下 ,单位 重量 的 产品 成 本 与 包装 的 关系 . 

2. 设 1 习 人 : 扫 全 : 是 一 种 包装 产品 的 不 同 包 装 的 重量 ,C1 .Cs 和 ;是 
包装 产品 的 每 克成 本 . 试 推导 下 面 结果 

瑟 二 和 凑合 十 WV 二 人 
为 什么 说 这 乡 鞭 类 俱 于 “是 厂 的 威 画 数 " 呢 ? 

3. 对 于 许 几 普通 物体 ( 鲁 如 行进 中 鲁 汽 车 和 自由 落体 等 ,大 气 莉 力 太 
致 与 Sw 成正 便 ,其 中 5 是 表面 积 ,v 是 速度 . 

《a) 著 是 落体 的 末 连 广 ,证明 ,对 于 类似 比例 的 物体 ,有 wccmY. 

(b? 证 明 , 当 与 地 面相 捕 时 必然 转换 为 某 种 其 他 能 量 形式 的 单位 而 积 动 
能 与 wn: 成 正比 . ， 

(c) 讨 论 落 在 不 同 大 小 的 动物 身上 时 有 什么 影响 (提示 : 较 太 的 动物 的 骨 
腹 较 粗 ). 

4. 菜 校 有 三 个 系 联合 成 立 学 生 会 , (1) 斌 确定 学 生 会 席位 分 配方 案 . (2) 
车 甲 系 有 100 名 学 生 , 乙 系 50 名 , 丙 系 40 名 ,学 生 会 设 ?0 个 席位 ,分 配方 案 
如 何 ? 人 3) 若 隔 系 奇 3 名 学 生 转 入 甲 系 ,3 名 学 生 转 入 乙 系 ,分 本 方案 有 柯 变 
化 ?(4? 才 在 第 (3? 问 中 将 学 生 会 席位 增加 一 席 呢 ? (5? 试 确定 一 数量 指标 衡量 
席位 分 配 的 公平 性 ,并 以 此 检查 {1) 一 (4). 

5， 人 在 匀速 行走 (速度 轩 定 ) 时 步 长 多 大 最 省 劲 ? 把 人 行走 时 作 的 功 看 

28 . : 


作 是 人 体重 心 的 势能 和 两 脚 运 动 的 动能 之 和 . 试 在 此 基础 上 建立 数学 模型 并 
对 辣 淋 进行 评价 . 
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第 三 章 ”代数 方法 


高 速 电 子 计算 机 的 出 现 导 致 了 数学 的 离散 化 趋势 . 所 谓 离散 
化 ,主要 指 两 方面 的 工作 ,其 一 是 ,把 连续 模型 离散 化 ,以 便 作 数值 
处 理 , 其 二 是 ,把 实际 问题 直接 抽象 成 离散 的 数据 、 符 号 和 图 形 , 然 
后 以 离散 数学 为 主要 工具 来 解决 . 本 章 讨论 的 主要 是 后 者 . 这 里 涉 
及 到 的 一 些 问 题 ,最 终 都 归结 为 集合 和 线性 代数 问题 ,可 以 说 代数 
方法 是 求解 离散 问题 的 主要 方法 . 


3 3.1 状态 转移 


状态 转移 问题 分 为 确定 性 状态 转移 和 随机 性 状态 转移 两 种 ， 
通常 将 确定 性 的 问题 仍 称 为 状态 转移 ,而 将 随机 性 的 称 为 马 氏 链 
问题 . 


一 :确定 性 状态 转移 


所 请 确定 性 状态 转移 和 问题 ,讨论 的 是 在 一 定 条 件 干 ,系统 由 一 
状态 转移 到 另 一 状态 是 否 可 能 .如果 可 能 转移 的 话 , 应 如 何 具体 实 
现 . 

例 3-1 安全 渡河 问题 . 

这 里 是 一 个 智力 游戏 . 三 名 商人 各 带 着 一 名 随从 ,要 乘 一 只 小 
船 计 河 . 这 只 小 船 最 多 只 能 容纳 两 个 人 .到 从 们 密约 ,在 河 的 尾 一 
上 岸 ,一 旦 他 们 的 人 人 数 比 商人 多 ,就 杀人 人 取 货 , 但 是 ,如 何 乘 船 的 大 权 
操纵 在 商人 们 手中 .商人 们 已 获知 了 这 项 密约 . 请 你 为 商人 们 制定 _ 
一 个 安全 过 河 的 方案 . : 


这 是 一 个 状态 转移 问题 . 这 里 希望 能 得 到 一 个 规格 化 的 方法 ， 


可 以 机 械 地 得 到 结果 ,从 而 具有 推广 意义 . 
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记 渡 河 过 程 中 此 岸 的 商人 数 为 ztz 一 0,1,2,3), 随 从 数 为 y 
(y 一 0,1,2,3), 于 是 此 岸 的 状态 可 用 向 量 (z,y) 和 表示, 显然 共有 4 
Xx4 一 16 种 下 能 的 状态 .但 是 ,其 中 只 有 以 下 一 些 状态 对 商人 是 安 
全 的 : 

(3,y)( 其 中 y==0,1,213), 表 未 商人 全 在 此 上 岸 ; 

(0,y)( 其 中 yy 一 0,1,2,3) ,表示 商 信 全 在 对 府 ; 

(zy 其 中 z= y= 二 1,2) ,表示 两 岸 的 商人 和 随从 一 样 多 . 这 
些 状态 的 集 人 台 称 为 允许 状态 集合 , 记 作 

3 一 {C0,y71y 一 0,1,2，3; 
(3,.y)|y=0,1,2,3; 
(CX) | r= y=1, 2 

状态 转移 需 经 状态 运算 来 实现 . 择 一 次 波 就 可 以 改变 现 有 状 
态 . 这 种 状态 运算 正 是 我 们 要 选择 的 策略 ,也 称 为 决策 ,用 向 其 
(x:y) 表 示 , 即 工人 名 商人 和 3 名 随从 知 船 . 显然 允许 决策 集合 为 

D={(zr,y) lr 二 yA2}. 

小 艇 从 此 岸 到 对 岸 或 从 对 岸 到 此 和 岸 药 每 一 次 航行 ,都 造成 状 
态 的 一 次 转移 , 用 9fzryylysaCzy)… 表 示 状 态 的 变化 过 程 , 其 中 
起 5. 用 di(z,y) 表 示 状 态 Siltriy) 下 的 状态 ;其 中 4d.ED. 因为: 
为 闸 数 时 ,决策 dd 表示 小 船 从 此 岸 到 对 岸 ;i 为 偶数 时 ,d; 表示 小 
船 从 对 崖 到达 比 岸 , 所 以 状态 转移 满足 下 列 关系 ; 

j= 二 (一 1)'d,, 
于 是 制定 安全 过 河 方案 归结 为 这 样 一 个 数学 问题 : 求 决策 dED 
二 42.) ;使 状态 ss.ES. 按 上 述 规则 ,由 初始 状态 s.(3,3), 经 nn 
步 转 移 到 达 s.<0,0). 当然 nn 越 小 越 好 . | 

有 了 上 面 的 模型 ,就 可 以 编 一 段 程序 用 计算 机 求解 . 如 果 在 计 
算 过 程 中 出 现 循环 ,就 说 明 问 题 无 解 . 在 没有 计算 机 的 条 件 下 ,' 当 
问题 比较 简单 时 ,可 作 如 下 分 析 : 

第 一 次 渡河 
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‘dt1,0) S12.3) (不 可 行 ) 


di1(0,1) si: C3,2) 《可 行 》 
si(3,3) 一 (1,1)》 = +n(2,2) (可 行 ) 
dh(0,2) | (可 行 ) 
(ga.(2,0) s:(1;3) {不 可 行 ) 
第 二 次 渡河 
对 dC0,1) 
-dt1,0) 不 可 能 
d:{0,1) 还 原 为 原 闫 态 (313) 
sz(3,2) 十 <di(1,1) 一 《不 可 能 
[exo,2) :不 可 能 
Ad:(2,0) (不 可 能 
由 此 可 以 看 到 ,应 排除 单 人 沪 河 的 方案 . 
对 ad.(1,1) 
rds(1,0) rs3(3,2) 可 行 
d:(0,1) 53(2,3) ， 不 可 行 


sd11) =*<5(3.3)=5.(3,3) 还 原 
ds (O02) 不 可 能 
ds {2,0) 不 可 能 
对 (0,2) 
(AC1,0) :不 可 能 
| sa(3.,2) 可 行 
sf(3 1 二 4 二 (1 1) ==: -不 可 能 
di(0,2) | 还原 为 原 奖 态 (33) 
d.(2,0) 不 可 能 
因此 ,到 第 二 次 渡河 时 ,可 采取 的 策略 为 d1 (1 ,1)-*dy (0,0)， 
或 号 (0,2)>di(0,1). 
这 一 方法 ,实际 上 是 一 种 搜索 技术 . 搜索 技术 蚌 解 决 商 散 间 
3 


EE er 


题 . 比如 整数 规划 等 问题 的 有 力 工 具 , 特 别 是 DFSCDepth First 
Search ) 搜 索 法 是 一 种 用 途 很 广 的 算法 ,在 人 工 智 能 上 ,其 基本 思 
想 经 常用 到 . 

DFS 不 辐 于 穷人 举 法 ,其 基本 策略 是 “向 前 走 , 碰 壁 加 头 ”, 姑 一 
日 发 现 前 面 已 是 “此 路 不 通 ”, 立 即 回 尖 ,改换 路 径 , 而 不 是 一 条 道 
走 到 底 - 这 种 "回潮 "策略 大 大 加 快 了 搜索 的 速度 . 作为 练习 ,请 读 
者 自己 写 出 安全 渡河 问题 的 DFS 算法 的 程序 ,并 在 计算 机 上 实 
现 . 

类 似 进 行 以 土 分 析 , 可 寻找 出 渡河 方案 . 

这 一 模型 可 用 图 解法 方便 地 解 出 . 在 zy 坐标 系 上 画 出 图 3-1 
表示 的 方 格 , 人 允许 状态 集合 5S 是 有 > 点 的 10 个 方 格 顶点 ,允许 诀 
策 是 沿 方 格 线 移 动 一 或 二 格 ,第 奇数 次 规定 向 左 或 下 方 移动 ,第 偶 
数 次 向 右 或 向 上 方 移动 , 图 中 分 别 用 实 线 和 虚线 这 示 了 从 5,(3， 
3) 开 始 的 移动 方案 ,最 后 到 达 51 (0.0). 
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S010) 
图 3-1 安全 计 河 问题 的 图 解法 
二 ,随机 状态 转移 一 -一 马 民 链 模 涂 


马 氏 链 是 随机 过 程 的 一 个 特例 ,专门 研究 在 无 后 效 茶 件 下 时 
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名 和 状态 均 为 离散 的 随机 转 称 癌 题 . 由 于 它 在 经 济 .生态 .遗传 . 社 
会 等 领域 中 得 到 广泛 的 应 用 ,并 且 很 多 确定 性 的 状态 转移 间 题 也 
能 用 它 处 理 , 所 以 需要 线 究 完 的 建 模 规律 和 处 理 方法 . 当然 ,我 们 
不 打算 识 入 讨论 它 的 理论 问题 ,对 这 一 方面 有 兴趣 的 读者 可 以 查 
咬 有 关 书 籍 . | 

本 节 将 先后 讨论 马 氏 链 的 随机 型 模型 和 确定 型 模型 . 为 了 给 
没有 学 过 马 氏 链 的 读者 提供 必要 的 基 珊 , 先 通过 两 个 例子 简单 介 
绍 有 关 马 色 链 的 基本 知识 ， 

例 3-2 某 商 店 每 月 衡量 一 次 经 营 情 况 ,为 简单 起 见 , 结 果 只 
用 两 种 状态 表示 :3 一 1 表示 销路 好 ,$ 一 2 表示 销路 坏 . 假设 下 个 
月 销路 的 好 坏 只 与 这 个 月 的 销路 有 关 , 与 以 前 无 关 . 据 经 验 , 商 店 
从 本 月 处 于 状态 5S=i(i=1,2) 转 到 下 月 处 于 状态 5S=j(j 一 1,2) 
的 概率 为 pj, 用 矩阵 

p= p= | 0.5] 
D. 4 总 . 如 一 

袁 示 . 如 果 开 始 时 储 二 0) 商 店 销 巾 好 (S$ 二 1), 求 1 一 1,2,(t 以 月 
为 单位 ) 商 店 处 于 各 种 状 窟 的 概率 {如果 开 始 时 商店 销路 坏 (35 = 
2) ,请 读者 考虑 .) 

状态 5 二 1,2, 忆 及 转移 概率 加 各: 一 1 27? 可 以 直观 地 表示 如 
图 3-2. 以 (612 一 nt2,…) 表 示 第 上 月 窗 店 处 于 状态 : 
的 概率 .因为 ait 十 1 只 与 a(1) 有 关 , 利 用 全 概率 公式 有 


3-2 帘 店 痉 弗 状态 反 转 称 概 率 示 意图 
EE (t+ 17=att)puta(t) ps 


las tt 1)=—=a (tt) pt artt) po 


C12 
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记 行 向 量 2a0) 二 人 a0) az 0)); 刚 (1) 式 可 简 记 为 
att+1)=a(f)p 
(2 
或 人 ’ 
车 := 时 商店 销路 好 ; 则 a140) 二 11a2(0)==0, 由 心 ) 式 计算 


出 的 at 如 表 3-1 所 示 . 


表 31 初 什 为 (1.0) 的 a(i) 值 


若 t==t 时 ,销路 坏 , 则 4007 一 <0,1), 由 (2) 计 算出 的 a() 值 加 
表 3-2 所 示 . 
表 3-2 和 初 值 为 (0,17 的 ac0) 值 


我 们 看 到 ,不 论 高 店 处 于 哪 种 初始 状态 ,* 一 时 ,商店 处 于 两 
种 状态 的 概率 分 别 是 4/9 和 5/79, 即 时 间 充 分 长 以 后 ,商店 的 经 背 
情况 与 初始 状态 无 关 . 

由 此 ,可 以 将 马 氏 链 的 定义 简 述 如 下 ;-- 般 地 ,如 果 按 照 过 程 
的 发 展 , 时 间 可 以 离散 化 为 :一 0,1.2,…，, 对 每 个 纪 ,描述 过 程 的 状 
态 也 可 以 离散 化 为 1,2,… ,nt 有 限 个 ). 从 时 刻 [的 状态 i 转移 到 
十 1 时 刻 的 状态 ;的 概率 是 ar 车 时 刻 时, 过程 处 于 状态 #4 一 


1,2,.…,n) 的 概率 是 a.0), 郑 么 当 qt DD a pulim1,2, 
,7 时 ,我 们 称 这 样 的 状态 随机 转移 这 得 为 马 氏 链 . 显然 , 杞 氏 链 
中 时 刻 1 十 1 村 过 程 所 处 各 状态 的 橡 率 只 与 时 刻 上 时 所 处 状态 的 
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概率 和 转移 入 率 有 关 , 而 与 :一 1 及 上 一 上 以 前 时 刻 的 状态 无 关 . 所 
谓 马 氏 性 (马尔 可 夫 性 ) 或 称 无 后 效 性 ,通俗 地 说 ,就 是 “已 知 现在 ， 
将 来 与 过 去 无 闫 ”. 问 量 ua 一 (avastt) 称 为 状态 概率 庙 
量 ;P==(pi) 称 为 转移 概率 盾 阵 , a;(t) 和 加 满足 关系 式 


Daitt)=1 (t=0,132,.") 


Pi0, > pa=!1 (=1,2.0 0) 
i=1 


例 3-3 是 马 氏 链 的 一 个 特例 一 一 正则 链 的 实例 . 所 谓 正则 
链 , 即 如 果 对 于 任意 的 状态 i 和 j(i.j 可 以 相同 ) ,都 存在 正 整 教 
,使 过 程 从 状态 i 出 发 ,经 上 步 转 称 到 状态 j, 那 么 这 个 马 氏 链 称 
为 正则 链 . | 

由 oat?) 一 at0)#p' 知 ,上 述 条 件 等 价 于 ,存在 正 整 教 , 使 太 >0 
( 指 pr 的 每 一 元 素 都 大 于 零 ). | 

可 以 证 明 , 对 于 正则 链 存 在 一 个 极限 状态 概率 向 量 殉 = CW， 
Wz,…,W.), 叉 称 为 稳定 概率 分 布 ,使 当 t>oo 时 ,a(2) 一 W,; 且 WW 
与 初始 状态 概率 向 量 a<0) 无 关 . 

对 基本 方程 a(t 十 1) 一 g(t) ,两 边 令 =coy 有 


了 p 一 存 ,其 中 立 ) 了 ,一 1 


可 以 解 出 丙 - 
对 于 例 3-1, 由 
0.5 0.5 
Co — (WW) 

DOD.4 0.8 
WW,=1 

有 1 5 0. 4W ,=0 
Wi+W,=1 

解 得 三 一 479， 三 :一 579 


下 面 的 例子 ,代表 了 另 一 种 典型 的 马 氏 链 . 
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例 3-4 讨论 微量 元 素 碰 在 如 下 过 程 中 的 转移 情况 . 厂 在 土 
壤 中 记 作 状态 1, 在 草 , 牛 . 羊 等 生物 体 中 记 为 状态 2, 在 上 述 系统 
外 记 为 状态 3. 转移 概率 户 ; 可 以 理解 为 状态 之 中 的 习 转移 到 状态 
了 中 去 的 比例 ,如 图 3-3 所 示 ， 


0,5 Ze 
江 ) 2 
0. 4 - 


图 3-3 ”和 冤 的 状态 转移 
例如 ps 二 0.4 表示 因 章 的 枯死 、 牛 羊 排泄, 古 又 回 和 到 土壤 中 的 比 
例 为 0. 4;pss 一 1 表示 磷 一 旦 移 到 系统 (土壤 、 草 、 牛 羊 ) 之 外 ,就 不 
表 进 入 系统 ,等 等 . 
由 图 3-3 知 ,转移 概率 矩阵 为 
0.5 0.3 0.2 
le 0.2 四 
0 0 1 
状态 概率 向 量 a 02) 一 Cay (7) ,yas(f) ya;(2)) 可 以 理解 为 磷 处 于 三 种 
状态 的 比例 . 状态 转移 过 程 具 有 无 后 效 性 ,可 用 基本 方程 a(z 十 1) 
二 a(t)p 计算 ， 
车 {==0 时 沟 全 在 土壤 中 , 即 a(0) = 二 1,0,0), 风 计算 结果 如 表 
3-3 所 示 . | | 
我 们 看 到 ft- 一 2 时 ,alt 一 (0,0,1) ,表示 磷 终 将 移出 系统 . 
如 果 tt 一 0 时 ,本 全 部 在 系统 外 , 即 a (1)==<0,0,1), 则 对 于 在 
意 的 上 总 有 ee 一 40,0,1)》, 表 示 醋 一 旦 进入 状态 3, 就 永远 不 会 
转移 到 其 他 状态 . 
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在 马 氏 链 中 , 称 p; 二 1 的 状态 i 为 吸收 状态 ,例如 例 3-2 中 的 
状态 3. 如 果 马 氏 链 至 少 售 有 一 个 吸收 状态 ,并 且 从 拇 一 个 非 吸收 
状态 出 发 都 可 以 到 达 某 个 专 收 状态 ,那么 这 个 蕊 氏 链 称 为 吸收 链 . 

表 33 初 秆 均 吕 ,0,0) 的 at) 值 


含有 mw 个 吸收 状态 和 (x 一 zm) 个 非 吸收 状态 的 吸收 链 , 其 转移 
概率 矩阵 的 标准 形式 为 


[i 0] 
Pr 民 nm . 


其 中 ,矩阵 R 中 含有 非 零 元 察 ,7 为 单位 阵 . 
例 3-2 中 的 转移 概率 矩阵 的 标准 形式 为 
3 1 0 DQ | 
p=1 所 0.5 0. 3 
2L0.4 0.4 0.2 
3 1 2 
对 于 具有 标准 转移 概率 和 矩阵 的 吸收 链 , 可 以 证 明 具有 下 列 性 
质 ; 
1” 二 oo 时 ,入 ' 一 >0 
2 (1 一 9) 可 道 , 且 (一 9) :一 2ZG 
3 记 人 一 @) :一 入 , 则 从 非 吸收 状态 i 出 发 ,被 某 个 吸收 状态 
吸收 之 前 的 平均 转移 次 数 是 N 的 第 : 行 元 素 之 各 . - 
和 记 召 一 六 R, 则 从 非 吸收 状态 了 出 发 ,被 吸收 状态 了 吸收 的 
概率 是 BB 的 元 素 如 
45 0.3 
在 例 3-2 中 ， -| "|， 
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0.5 一 3 
[一 e=| | 


一 总 . 4 0.8 
所 以 
oe 
人 | 5 下 40 50| 
一 0. 4 0. 8 28 2838: 
因此 ,从 非 吸收 状态 1 册 发 ,到 被 吸收 状态 3 吸收 之 前 ,平均 转移 
次 数 为 弛 十 强 一 3.93; 从 非 吸 收 状态 2 出 发 ,到 被 吸收 状态 3 豚 
40 ，50 


收 之 前 ,平均 转移 次 数 为 28 十 58 王 3. 21 
2.86 1.071T0.2 1. 00 
a-Ne-|i 4 = 
因此 ,从 非 吸收 状态 1 出 发 ,被 吸收 状态 3 吸收 的 概率 为 1; 从 非 
吸收 状态 2 出 发 ,被 吸收 状态 3 吸收 的 概率 也 是 1. 

为 进一步 说 明 马 氏 链 模型 的 应 用 , 例 3-4 给 出 了 遗传 学 研究 
中 的 一 个 例子 . 

例 3-5 基因 址 传 和 近亲 繁殖 . 

假设 这 样 一 种 近亲 紫 殖 情况 ,最 初 父母 可 以 基 优 种 . 滥 种 或 劣 
种 ,它们 有 太 量 后 代 , 从 中 随机 选取 一 雄一 肉 进 行 交配 ,这 样 继续 
下 去 ,分 析 后 代 的 演变 情况 . - 

由 于 每 次 进行 繁殖 和 的 是 随 旨 取 来 的 一 对 , 父 和 母 都 可 能 是 记 、 
态 和 R 中 的 一 种 ,组 全 起 来 有 六 种 状态 ;DP、RR、DH,DR.HH 
和 和 肆 R. 如 DE 状态 表示 取 来 一 优 种 和 一 混 种 交配 . 六 种 状态 按 上 
述 顺 序 记 作 状 态 1 到 状态 6、 状 态 转移 概率 ;的 合 义 为 ;交配 状态 
i 转移 到 后 代 状 态 j 的 概率 ,i,j 二 1,2,… ;6. 例如 Ps 表示 交配 时 
的 状态 为 5( 对 应 的 状态 为 五 五 , 即 取 一 湿 种 和 一 混 种 交配 ), 而 后 
代为 状态 4 对 应 状态 为 PR) ,表示 从 父母 为 HE 的 后 代 中 , 任 取 
一 对 为 DR 的 概率 . 
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下 面 以 父母 为 妃 刀 状态 为 例 ,计算 转 移 概 率 . 因为 父母 基 
因为 和 和 dr ,所 以 从 后 代 中 选 到 优 种 D( 基 因为 dd) 的 概率 为 


P(D) 一 去 X 计 = 于, 迄 到 混 种 召 ( 基 因为 女 ) 的 概率 为 
1 1 


已 CBD 一 Ptdr) 十 Prd) 一 却 X 羡 广 十 可 x 元 = 方 ， 选 到 劣 种 R( 基 


因为 六 ?的 概率 为 P(R) 一 二 二 一 于 故 , 当 父母 为 互 百 时 ,从 后 


代 申 任 选 一 对 为 DD 的 概率 MPP Xi 同 理 PCRR) 


Lxll 1 ,1 .1 lxL 
二 地 基本 16 :二 到) 一 本 x pi x 2 = :PLDR)= 4 ~ 3 
1 .11 lxl_l = 上 x 了 4x 二 
dd pl pe 闪 末 1 十 革 于 闪避 
在 和 入, 相应 为， 入 比 计算 
,得 转移 概率 矩阵 为 
DD RR DR DR HH HR 
DD rl 0 0 0 0 0 
RR |DO ] 0 9 0 0 
1 了 i 
DH | 一 二 也 
4 0 2 0 4 0 
P= DRIo 0 0 0 1 0 
1 111 
HHI16 16 4 8 4 34 
1 1] 1 
HR|DY 4 0 0 译 误 ) 


显然 ,DD 和 RR 是 两 个 吸收 状态 ,这 是 一 个 豚 收 链 . 它 表 明 ， 
在 近亲 繁殖 下 ,不 论 最 初 选取 的 一 对 是 什么 , 终 将 被 DD 和 RR 吸 
收 , 即 变 成 全 部 是 优 种 ,或 全 是 劣 种 . 而 县 一 旦 如 此 ,就 永远 保持 下 
去 ,不 会 蛮 成 其 他 种 类 ， 
利用 转移 概率 和 矩阵 ,计算 可 得 
3B 


1 
] 


心 - 


DH DR HH HR 
pa | 1/6 473 2/3| 


[= 


N= DR |4/3 4/3 8/3 4/3| ，, 行 和 为 (3) 
HH|4/3 1/3 8/3 413| 
HRL2/3 176 4/3 8/3 


| 


mn wl wl ml 


人 


> 


' 


DD RR 
DH 344 174 
B= DR 11A2 1/2 C4) 


HHIV2 12 
HRI1/s4 3/4 
根据 石和 上 B 的 性 质 ,从 C3) 式 可 以 看 出 ,从 状态 DH 出 发 , 平 
均 经 过 4 误 代 ,后 代 就 会 全 变 成 优 种 或 劣 种 . 从 (4) 式 可 以 看 出 ,从 
状态 DH 出 发 ,后 代 最 终 全 变 成 优 种 的 概率 是 3/4 ,等 等 
如 果 为 了 某 种 实际 目的 ,不 希望 生物 的 后 代 全 是 优 种 或 劣 种 ， 
那么 经 过 (3) 式 的 结果 说 明 ,在 近亲 繁殖 下 ,大 约 经 过 儿 少 代 应 该 
重新 选 种 . 
例 3-6 联系 网 络 中 的 成 员 地 位 度量. 
在 图 3-4 所 示 的 警察 联系 网 络 中 ,在 无 线 电 通讯 汽车 中 的 车 
察 r, 能 把 消息 送 到 中 心 调度 员 4, 而 中 心 调度 员 也 能 把 消息 传 给 
他 ;巡警 和 cs 可 以 传递 消息 给 值班 警察 *, 值 班 警察 却 不 能 直接 
传递 消息 给 巡警 ,只 能 要 求 中 心 调度 员 打 电话 给 无 线 电 通 迅 汽车 ， 
要 求 无 线 电 通讯 汽车 中 的 警察 把 消息 传 给 过 警 . 现在 要 求 制定 一 
个 度量 ,以 测量 给 定 的 人 在 联系 网 络 中 的 重要 性 ,由 此 测量 在 有 代 
表 性 的 一 天 或 一 年 中 , 某 个 人 身上 的 相 子 有 多 重 . 
采用 有 向 图 作为 联系 网 络 的 数学 模型 . 车 可 以 传递 消息 给 
y; 就 得 到 一 条 从 zx 到 的 有 向 缴 . 如 图 3-4 所 示 . 


39 


图 3-4 联系 网 阁 图 未 


{ 


和 


心 


"y 
上 
心 
局 oo w= uv- 


六 | 总 


设 王 一 《TV Wo Wy We, Ws 


分 布 向 量 , 则 由 基本 方程 


其 中 ccs 是 两 个 巡警 ,d 是 调度 员 ,r 
是 无 线 电 通讯 汽车 的 轰 驶 员 ,* 是 值 
班 警察 ,: 是 这 一 单位 的 负责 人 . 

在 这 个 图 论 模 型 中 ,假设 消息 是 
革 一 个 地 方 起 谭 一 -比如 说 图 中 的 负 
责 人 ,并 假设 接收 考 也 送 省 一 个 他 自 
己 的 消息 . 从 图 中 可 以 看 出 , 任 一 成 员 


发 出 的 消息 终 将 能 传 到 其 他 任 一 个 
人 大, 由 此 可 将 图 论 模型 扩展 为 一 个 马 
尔 可 夫 链 模型 ,而 这 是 一 个 正则 链 . 另 
外 ,认为 每 个 消息 发 出 者 将 信息 平均 传递 给 他 能 直接 传递 的 人 ,由 
此 转移 概率 取 为 发 出 的 信息 蛙 . 

联系 网 络 的 转移 算 阵 如 下 : 


4 


1 
2 
0 


二 
3 
1 
1 


0 


W=WP, 


dA Cr ce + 
] > 
可 0 0 0 
了 
也 如 D 避 
1 
心 性 0 3 
总 总 0 人 0 
0 0 0 0 
1 I 1 
3 3 3 0 
,了 表示 :该 正则 链 的 稳定 概率 
i 
ZW=1 
i=1 


解 得 W==36 (22,26,27,3,3,9). 取 该 向 量 为 联系 网 络 中 各 个 成 员 
重要 性 的 度量 . 其 理由 在 于 : (1} 这 反映 了 在 联系 网 络 中 ,信息 量 
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的 稳定 分 布 ,从 信息 量 的 角度 到 上 映 了 网 络 中 各 成 员 的 重要 性 ;(2》 
这 个 度量 与 我 们 的 直觉 一 致 , 例 如 我 们 的 直觉 是 中 心 调度 员 最 重 
要 ,而 巡警 最 不 重要 ,这 在 度量 中 得 到 反映 ;(3) 交 换 联 系 网 络 中 同 
等 地 位 的 成 员 , 如 c: 和 c:, 相 应 马 开 链 模 型 中 概率 转移 矩阵 不 变 ， 
相应 的 重 柳 性 度量 也 不 变 . 

这 个 例子 说 明了 某 些 确定 性 问题 有 时 志 可 以 转化 为 随机 性 和 问 
题 来 处 理 ,这 种 模型 的 转换 ,效果 常常 是 意 想不到 的 . 


§ 3. 2 动物 种 群 的 增长 


生态 平衡 问题 日 益 引 起 人 们 的 重视 . 根据 动物 种 群 繁殖 的 机 
理 ,建立 数学 模型 ,是 生态 学 的 重要 内 容 . 在 本 节 ,我 们 希望 从 已 知 
的 初始 种 群 的 大 小 ,预测 经 过 一 段 时 间 以 后 的 种 群 大 小 . 还 希望 由 
已 知 种 群 的 初始 年 龄 分 布 , 找 出 经 过 一 段 时 间 上 以 后 的 年 峡 分 布 ， 

为 简化 讨论 ,只 考虑 两 性 种 群 中 的 峻 性 . 如 果 计 算 两 性 别 的 成 
员 , 只 要 雌雄 间 的 比例 保持 不 变 , 而 且 各 各 年龄 的 死亡 挛 对 两 个 性 
别 都 相同 ,那么 同样 的 论证 也 是 适用 的 . 莱 斯 卫 斯 (Lesvis 1942) 和 
莱 斯 种 (Leslie 1645,1948) 对 这 一 模型 首先 进行 了 研究 . 将 峻 性 分 
戚 等 区 间 长 的 年 龄 类 ,假设 生殖 率 和 死亡 率 在 同一 年 龄 间隔 之 内 
保持 不 变 , 对 不 同 的 年 龄 类 才 不 相同 ,得 到 具有 离散 年 龄 等 级 的 离 
散 时 间 模 型 . 显然 这 种 模型 是 不 精确 的 ,但 车 时 间 间 静 短 ,近似 程 
度 就 好 . 

1. 年 龄 分 段 

设 在 此 种 群 中 , 任 一 肉 性 最 大 可 达 年 龄 为 工 年 ,从 而 把 种 群 
雌性 分 为 个 年 龄 类 ,每 类 跨越 的 年 龄 均 为 二 /= 年 ,如 表 3-4 所 
zs 

2. 观察 时 间 离 散 化 

我 们 在 离散 的 时 间 二 ,与 ,… ,观察 ,这 相当 于 隔 若 干 时 间 
观察 一 次 种 拜 . 并 使 两 个 相 邻 的 观察 时 间 间 跑 的 长 度 和 年 龄 分 类 
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区 间 的 长 度 一 致 ,因此 有 
to=0 = Ln to 


表 3-4 
年 前 类 年 龄 区 河 
1 (OLin] 
2 {Lins2Lin | 
n {Cn—l}Lin,L] 


著 记 在 时 刻 观察 时 第 i 类 的 数目 为 z 丰 一 1,2,…,n, 则 由 


对 时 间 的 假定 ,在 流 有 死亡 者 时 ,应 有 了 人 一 . 记 xz 宇 一 (zz 他， 
ze ,299 记 在 时 刻 汪 的 年 龄 分 布 向 量 , 则 x 空 表示 初始 年 齿 
分 布 ,其 具体 数据 可 由 统计 资料 得 到 . 

3. 状态 的 转移 


击 于 出 生 、 死 亡 和 成 熟 ( 进 入 下 一 阶段 ) ,观察 的 n 类 的 数目 将 
不 断 变 化 ,希望 能 定量 地 描述 这 三 个 过 程 ,从 而 推断 出 初始 分 布 向 
量 是 如 何 随时 间 演 变 的 . 
，” 记 a 为 在 第 i 类 中 一 个 肉 性 生肉 性 的 平均 数 ,i 二 1,2,…,n， 
记 6 为 第 i 类 中 的 峻 性 能 活着 并 变 成 第 ;1 类 的 平均 数 i 一 1,2， 
-12m 一 1. 其 
中 6 不 能 为 闪 , 否 则 没有 一 个 崔 性 能 活 过 第 i 类 . 假设 至 少 有 一 个 
a; 为 正 ,否则 没有 出 生 过 程 . 此 外 ,5 可 由 统计 资料 获得 ,如 果 环 
境 变 化 不 大 ,a;,5; 也 是 变化 不 大 的 . 

对 应 于 ai>0 的 年 龄 类 称 为 能 生育 年 龄 类 . 显然 在 时 二; 第 
1 类 中 雌性 数目 等 于 在 4_,~~& 间 各 类 雄性 生肉 性 数 自 之 和 ,有 即 


是 
2 Da 1 


在 时 刻 #., 第 i 十 1 类 中 只 性 的 数 目 就 是 在 时 刻 &. ,第 i 类 只 性 中 
42 


活 到 时 刻 & 的 数目 , 即 


Tr i 1 2 nO 1. 
利用 撼 阵 记号 可 表示 为 : 
{ch (a1 G2 2 al a zi 
2 本 性 四 a 0 zh 
“|=|0 页 
元 的 “ 人 “» ” “ 证 全 下 
站 本 0D 五 1 自 
或 简 记 为 : XO=LED k=l,2,°: 
其 中 
ray da ee a 
bp 0 OD 0 
元 一 Ds 3 
0 B51 0 


称 为 Leslie 矩阵 (或 射影 矩阵 )， 
为 估计 种 群 增长 过 程 的 动态 趋向 ,首先 研究 状态 转移 矩阵 


Leslie 宣 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
令 p(N) 为 Leslie 矩阵 的 特征 多 项 式 , 则 
A—al —as —ads ‘ a —a, 
一 五 访 人 Q 
p00)= AO—LI|= —p, 
0 2 
Bb A 
= a ba ba bb 
当 4 关 0 时 特征 方程 可 变形 为 


fr 1 十 Ca 有 加 十 十 
用 关 除 西边 ,有 
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定义 函数 “gD 一 十 29 二 二 
刚 pi 二 0 等 价 于 w( 人 一 1 对 于 4 天 0). 

因为 ai200 一 1 2 nb 0 
f=] ;2 一 1); 疲 ef 和美 于 用 站 


he 
单调 下 降 ,日 A 一 0,g9()->o0, 而 4 一 
: eg)*0; 所 以 g() 以 4 二 0 为 垂直 
I 浙 近 线 ,g() 在 第 一 象限 的 图 形 如 图 
于 | 3-5 所 示 . 
类 而 存在 唯一 的 4, 使 9 一 1, 记 此 4 
这 33-5 为 丸 . 即 矩 阵 工 有 唯一 的 正 特 征 根 具 
为 单 根 . 
下 面 求 对 应 二 为 的 非 零 特征 向 量 x. 由 
tay da a da 
6b, 0 | 五 (| 
bs 上 A | 
-~ 二 加 
0 ,1 0 
有 
fei 十 at 十 人 十 at 一 入 并 
| 
: 2 A 1 
让 四 
| ， 


~ 


显然 此 特征 向 量 的 所 有 元 素 为 正 , 且 它 对 应 的 特征 子 空间 为 一 维 ， 
于 是 任何 一 个 对 应 于 久 的 特征 向 量 都 是 x 的 某 一 倍数 . 

综 上 所 述 ,可 知 

定理 1 Leslie 矩阵 工 有 唯 -- 的 正 特征 根 访 , 它 蚌 单 根 ; 且 相 
应 的 特征 向 量 中 有 一 个 向 量 *, 其 元 宫 均 为 正 数 . 

进一步 讨论 为 的 性 质 , 有 

定理 2 设 为 是 Leslie 矩阵 世 的 唯一 正 特征 枢 , 刚 对 工 的 任 
意 其 他 特征 根 4 (不论 实 的 还 是 复 的 ?都 有 |4[ 拓 六. 

实际 上 , 设 有 一 特征 根 *=re”, 其 模 || 一 r 半 义 , 因 为 4 为 特征 
根 , 所 以 有 


二 a "”" 1 
和 二 和 二 克 1 
两 边 取 模 
| 人 A | db 好 < 1 
1 
站 
< 1 
牙 盾 . 


以 上 定理 中 称 为 为 工 的 占 优 特征 根 .在 下 面 的 例子 中 我 们 看 
到 着 为 不 是 严格 占 枯 5( 即 要 求 1|2%1<i) ,生态 系 统 可 能 出 现 半 期 
性 波动 . 

例 3.7 设 
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f 站 0. 6&1 
1 
了 一 | 立 a 尺 
1 
[0 0 
其 特征 多 项 式 是 
A 0 一 个 
-1 1 0 
CD 一 1- 工 | 一 ] 2 一 2 一 1 
1 
0 一 二 2 
三 个 特征 根 为 为 ==1. 加 一 一 十 十 将 i 一 土 一半. 这 三 个 


特征 根 的 模 都 是 1, 从 而 这 个 唯一 的 下 特征 根 为 二 1 不 是 严格 占 优 
的 . 但 在 这 种 情况 下 , 乍 阵 有 性 质 *== 了 ,这 意味 着 对 任意 选 定 的 
初始 年 龄 分 布 X ,有 

和 一 (下 一 1 2) 
于 是 年 龄 分 布 向 量 以 周期 3 发 生 派 动 [ 人 口 统计 学 家 称 之 为 人 口 
波动 ), 当 六 为 严格 占 优 时 ,这 种 波动 不 会 发 生 ， 

这 里 不 讨论 为 为 严格 占 优 的 充分 必要 条 件 ( 详 见 文 献 [22])， 
而 不 加 证 明 地 给 出 一 个 充分 条 件 . 

定理 3 如 果 Lestie 矩阵 的 第 一 行 中 有 两 个 相 邻 的 元 素 a; 和 
a 不 为 零 , 则 工 的 正 特征 根基 严格 占 优 的 . 

于 是 ,如 果 种 群 有 两 个 相 邻 的 有 生育 能 力 的 年 龄 类 , 则 它 的 
Leslie 矩阵 有 一 个 严格 占 优 的 特征 根 . 实际 上 ,只 要 年 龄 类 的 区 间 
分 得 足够 小 ,总 会 满足 这 个 条 件 . 以 后 总 假设 定理 三 的 条 件 满足 . 

现在 来 研究 种 群 年 龄 分 布 的 长 期 性 态 , 为 使 讨论 简单 , 设 工 
可 对 划 尼 , 旦 有 := 个 特征 根 六 以 及 对 应 于 它们 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 z ,zze* 这 些 特征 向 量 组 成 矩阵 

P=[xirry "sr | 
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则 工 的 对 角 化 可 由 下 式 纵 出 


由 此 推 得 
Pa 1 
L=P| .|P' 
如 
对 于 尾 何 一 个 给 定 的 初始 年 龄 分 布 向 量 王 ? ,有 
rat 
于 一 Pp “， ， 万 -1 到 人 
站 
由 于 为 严格 占 优 的 特征 根 , 故 | 定 | <1.2 一 2 从 而 
lim | 对 | =0 Er 
由 此 知 
1 0 91] 
D 
lim {AXM}=P|, Pi¥® 
ke : 0 
人 
记 列 向 量 了 1X 的 第 一 个 元 素 为 己 ; 邑 
五 - i , 闫 es 和 了， 
r1 0 1 0 c 
0 | 6 1 
则 P ， 0 . 古人 ,Ta |] : 二 5 此 


其 中 , 心 为 正常 数 , 仅 与 声 始 年 龄 分 布 有 关 . 则 
lim {i} = 

因此 当下 很 文 时 , 开 全 =sc 开 着 而 下 4 De 由 :天 所 以 对 充分 
大 的 有 有 天 人 se .这 意味 着 对 于 充分 天 的 时 间 , 每 一 个 年 
龄 分 布 向 量 就 是 它 前 一 期 年 龄 分 布 向 量 的 倍 , 结果 ,在 每 一 个 
年 龄 类 中 雌性 多 比例 为 常数 ,这 个 极限 比例 可 由 特征 向 量 天 是 
上 出. 

例 3-8 设 某 交 动物 总 数 中 雌性 最 大 年 龄 为 15 岁 , 现 把 种 群 
分 为 三 燃 , 每 5 年 一 类 , 设 对 此 动物 的 Leslis 矩 毁 为 


0 4 3 
] 

r= 0 0 
0 二 0 


4 
它 的 特征 多 项 式 PCG)=| 宁 一 上 | 一 太一 24 一 襄 , 其 正 特征 根 为 为 
一 3/2,; 所 诬 妨 相应 的 特征 向 量 环 为 


br bby” 1 
x= [1 分, 各 | 一 (1 言 训 | 
对 于 较 大 的 如 站 必 这。 ,从 而 知道 在 每 一 类 中 峻 性 的 数 上 


每 5 年 增加 50%, 并 且 由 X=C ， [ 写 ] | 3 人， 言 ， 志 


知 ,这 三 类 年 龄 中 , 肉 性 比例 为 


/+ 半 +18) 一 18/25 一 0 72 
到 /| 1 二 计 十 机 | =6/25=0， 24 
走 /| 1+ 计 +16] =1/25=0. 04 


下 面 对 极 限 性 态 作 进一步 讨论 . 对 时 间 充 分 大 时 种 群 的 年 齿 
分 布 为 
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于 加 一 < 对 天 
这 里 有 三 种 可 能 情况 . (1) 若 为 沁 1, 则 种 群 最 终 为 增加 ; (2) 若 尺 
1, 则 种 群 数量 最 终 为 减少 ;C3) 若 入 二 1, 则 种 群 为 稳定 . 
由 此 看 到 义 =1 在 生态 平衡 中 有 特别 的 意义 ,因为 它 决 定 了 
种 群 的 竺 增长 . 因为 Leslie 矩阵 的 特征 方程 (NW)=6 可 写成 gC 和 0) 
二 1, 而 


ni 
Ga) 志 T 总 T 二 大 。 


显然 若 令 民 二 和 十 Qo 机 十 一 十 B11 则 当 丸 二 1 时 ， 
有 9(1) 二 R= 二 1( 因 为 为 满 足 方 程 qt4)=1), 反 之 ,车 民 =1, 则 等 
价 于 #1) 二 1, 春 妨 是 gc)=1 的 瞧 一 正 实 根 , 所 以 多 ==1 的 充 要 
条件 是 R=1. 称 R 是 种 群 的 纯 生 殖 率 . 因此 ,种 群 具 有 零增长 当 
且 仅 当 纯 生殖 率 等 于 ]. 

进一步 可 证 : 及 之 1 入 近 1; RR 这 1 一 > 机 六 1, 实际 上 民愤] 一 
> (1) 到]1< 一 9 (11) <g (N11) 二 > 之 1 同 理 R>1 二 >qg (1) 
1 二 > 1) gg 0) 1， 其 中 利用 了 9 (4 在 20 内 
为 单调 碱 函 数 的 性 质 . 

这 样 不 用 计算 丸 , 而 直接 计算 R 即 可 得 到 种 群 数量 增 减 的 续 
论 . 

Leslie 的 离散 时 间 方 法 已 用 来 模 氢 各 种 不 和 辣 的 生态 种 群 , 并 
发 现 此 模型 对 预测 未 来 人 口 状况 有 不 可 缺少 的 帮助 . 

在 上 述 模型 中 ,假设 个 体 的 生殖 和 死亡 的 机 会 都 只 是 其 年 龄 
的 函数 ,而 不 受 种 群 大 小 的 影响 , 即 认为 种 群 个 体 数 目 丰 会 升 高 到 
使 种 群 密 庶 相 关 性 开始 发 挥 作用 ,Leslie(1959) 考 虑 到 这 一 点 而 所 
出 了 一 种 修正 矩阵 ,并 给 出 这 种 种 群 增长 的 一 个 数值 例子 . 

在 Leslie 模型 中 ai,5& 是 由 统计 资料 决定 的 常数 ( 仅 与 年 龄 有 
关 ), 但 它们 应 是 随机 变量 , 具有 各 自 的 分 布 , 因而 应 是 一 个 随机 
过 程 问 题 ，Sykes (1969) 和 Prollard (1966) 研究 了 它 的 随 本 变 
型 .Prollard 指出 此 模型 做 出 的 预测 并 不 明显 地 受 离散 时 间 癌 师 
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长 度 变 化 的 影响 . 他 对 比 了 对 澳大利亚 妇女 每 年 增加 率 作 出 的 两 
种 估计 ,无 论 是 按 一 年 分 组 还 是 按 五 年 分 组 ,其 估计 都 很 接近 . 

Lefkovitcht1965) 推 广 了 Leslie 模型 ,考虑 用 林 相 等 的 时 间 
间隔 ,并 在 研究 烟草 甲 忠 的 实验 种 群 的 增长 中 .证 了 明了 模型 是 有 效 
的 . 

Skellam(1967) 研 究 了 在 稳 拟 种 群 周 期 性 的 季节 改变 而 不 晨 
生活 在 恒温 的 不 变 条 和 件 下 的 Lestie 矩阵 ; Williamson (C1959) 研 究 
了 两 性 比例 不 一 致 时 的 模型 . Greville 和 Kegfitz{t19747 研 究 了 利 
用 Lesjie 矩阵 对 过 去 情况 的 分 析 ,这 些 工 作 都 说 明了 模型 的 成 切 ， 
也 反映 了 随 着 建 模 要 求 的 变化 ,模型 假设 的 变化 ,模型 也 在 不 断 发 
展 . 


$ 3. 3 ”层次 分 析 法 


层次 分 本 法 (The Analytic Hierarchy Process ,简称 六 HP} ,是 
一 种 无 结构 的 多 准 刚 决 策 方法 , 它 将 定性 分 析 租 定量 分 析 相 结合 ， 
把 人 们 的 思维 过 程 层次 化 和 数量 化 ,在 目标 (因素) 结构 复杂 且 同 
乏 必 要 的 数据 情况 下 尤为 实用 . 此 方法 自 70 年 代 美 国运 筹 学 家 
Satry 工 . 工 . 提出 以 来 ,在 实际 中 应 用 发 展 很 快 . 


一 ,AHP 法 说 理 


人 们 在 日 常生 活 中 常常 要 做 各 种 各 样 的 决策 . 决策 活动 是 人 
们 进行 选择 或 判断 的 一 种 恩 维 活动 . 有 的 决策 比较 简单 ,而 很 多 决 
策 面临 的 常常 是 一 个 由 相互 关联 ,相互 制约 的 众 密 因素 析 戌 的 复 
杂 系 统 ,很 难 完 全 用 定量 的 数学 模型 解决 . 人 们 在 对 决策 问题 的 研 
完 中 ,逐步 认识 到 数学 工具 并 非 万 能 ,决策 中 总 会 有 大 量 固 素 无 法 
定量 地 表示 出 来 ,而 这 正 是 软 科学 与 通常 的 自然 科学 的 区 别 . 运筹 
学 家 们 重新 加 到 大 的 选择 和 判断 上 ,认真 研究 决策 思维 的 规律 ， 
AHP 正 是 在 这 种 背 最 下 提出 的 ， 

50 


根据 人 的 思维 规律 , 面 对 复杂 的 选择 间 题 , 人们 往往 是 将 问题 
分 解 成 各 个 组 成 因素 ,又 将 这 些 因素 按 支 配 关系 分 组 形成 递 阶层 
次 结构 ,通过 两 两 比较 的 方式 确定 层次 中 诸 因 素 的 相对 重要 性 , 然 
后 综合 决策 者 的 判 浙 ,确定 决策 方案 根 对 重要 性 的 总 的 排序 ,从 而 
做 出 选择 和 判断 . 这 一 思维 坟 程 的 关键 是 层次 的 划分 ,权重 的 确定 
和 排序 的 并 合 规则 . 
例如 , 某 工厂 在 扩大 企业 自主 权 后 , 厂 领导 考虑 合理 地 使 用 企 
业 留 成 的 利润 . 可 供 选 择 的 方案 有 ;1) 发 奖金 ; (2) 扩 建 食堂 . 托 几 
所 ;(3) 开 办 职工 技校 ; (4) 建 图 书馆 ;(5) 引 进 新 技术 . 领导 在 决策 
时 ,需要 考虑 到 调动 职工 劳动 生产 积极 性 ,提高 职工 文化 水 平和 改 
善 职工 物质 文化 生活 状况 等 方面 , 要 作 决 策 ,必须 对 这 些 方案 的 优 
劣 性 进行 排序 ,或 者 说 必须 决定 每 个 方案 在 多 目标 下 的 权重 . 要 处 
理 这 类 复杂 的 决策 问题 ,首先 对 问题 所 涉及 的 因素 分 类 ,构造 一 个 
各 因素 之 间 相 互联 结 的 层次 结构 模型 , 在 上 述 问 题 中 ,因素 分 为 三 
类 ;第 一 是 目标 类 , 即 合理 地 使 用 今年 企业 留 利 x X 万 元 ;第 二 是 
准则 类 ,这 是 衡量 目标 能 否 实 现 的 标准 ,如 调动 职工 劳动 积极 性 、 
提高 企业 的 生产 技术 水 平等 等 ;第 三 是 措施 类 , 指 实现 目标 的 方 
案 . 方 法 . 手 航 等 等 . 按 目标 到 措施 自 上 而 下 地 将 各 类 因素 之 间 的 
直接 影响 关系 排列 于 不 同 晨 次 ,构成 层次 结构 图 . 如 图 3-6 所 示 . 


目标 层 4 合理 使 阴 企业 攻 碟 
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下 面 的 工作 就 是 通过 成 对 比较 的 方法 确定 每 一 层 的 各 因素 的 
相对 重要 性 的 权重 ,直至 计算 出 措施 层 各 方案 的 村 对 权重 ,从 而 给 
出 各 方案 的 优 洛 次 序 . 

决定 各 因素 的 相对 权重 的 原理 是 这 样 的 ， 

设 有 nm 性 物体 Als Ass ,4 它们 的 重量 分 别 为 TH 3 
zw., 若 将 它们 两 两 地 比较 重量 ,其 比值 可 构成 nx 矩阵 


fw/ wi/ two | 
wef WwafWwe wow 
总 二 
Le /Tw ts 病 击 | Ce, ft 


车 用 恒 量 向 量 W= tw Wa yw) 右 乘 A 矩阵 , 则 有 


Yo Ab， A Ab Tw ze 
aw I -| ow 
UA Wa Te -rn i | 
即 
《和 一 中环 一 四 

可 知 W 为 特征 识 量 ,* 为 特征 值 . 

显然 对 于 算 阵 4( 称 为 成 对 比较 阵 或 判断 拥 阵 ,有 (1)as 一 1; 
Cas=1/antiyj=4,2 0 yn)t 王 反 性 ); (3a 二 an/av (lis 7 二 一 1， 
2,…2) (一致 性 ), 根据 正和 给 阵 的 理论 可 证 ,4 具有 唯一 非 零 的 最 
大 特征 信 祝 ,一 n. 

但 是 人 们 对 复杂 事物 采用 两 两 比较 的 方法 获取 成 对 比较 阵 
时 ,不 可 能 艇 到 判断 的 完全 一 致 性 ,而 存在 估计 误 吾 ,这 必 崔 导致 
特征 向 量 及 特征 值 也 有 偏差 ,用 有 和 而 表示 相应 的 成 对 比较 阵 
和 特征 向 量 , 则 向 题 由 AW 二 mW 变 成 为 4 三 二 和 os 古 . 这 里 i: 是 
所 的 最 大 特征 值 , 玉 .就 是 带 有 仙 差 的 相对 权重 向 量 . 偏差 基 由 判 
断 的 不 相 容 引起 的 . 

为 了 惟 免 误差 太 大 ,这 就 要 求 衡 量 4 矩阵 的 一 致 性 . 注意 到 
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当 反 矩阵 完全 一 致 时 ,由 于 ww 一 1, 六 一 or(4) 一 六 os 一 mw 存在 
唯一 的 非 零 4 一 一 1 而 当 刀 存在 判别 不 一 至 时 ,一 般 有 Amar 2 
nx; 这 时 


har 之 人 = ian 
故 hs 
取 其 平均 和 值 作为 检验 成 对 比较 阵 的 一 致 性 指标 
| mx 一 得 
Cl .| 
当 hz 一 n 时 ,CI 二 0,4 为 完全 一 致 ;CT 值 越 大 ,成 对 比较 阵 


完全 一 致 性 越 差 
由 于 CI 中 含有 矩阵 互 的 维 数 ”一般 页 的 维 数 越 大 ,判断 
的 一 致 性 将 越 差 ,应 放宽 对 高 维 成 对 比较 阵 一 致 性 的 要 求 . Satty 
提出 采用 随机 性 指标 CR, 即 对 于 固定 的 ,随机 地 构造 成 对 比较 
阵 ,其 中 ww 一 1,auGi< 方 随机 地 从 于 ,去 1,…,9 当中 取 一 数 ， 
可 以 认为 这 样 的 互 是 最 不 一 臻 的. 用 充分 大 的 子 样 得 到 万 的 最 大 
特征 要 的 平均 值 ,定义 平均 随机 一 致 性 楷 标 为 


_ 


RI= 


RI 值 如 表 3-5 所 示 


"TT TT Ts 
CR 0.00 | ooo| 0. 58 | 0. 96 | 1- 12| 1.24|1.32|1.41|1.45|1.49 


当 CR= 所 <0.1 时 ,认为 互 的 不 一 致 性 可 以 接受 
在 构造 互 时 ,在 成 对 比较 中 引入 1-9 的 标 度 . 根据 心理 学 家 
的 研究 ,人 们 区 分 信息 等 级 的 极限 能 力 为 7 士 2. 标 度 1,3,5,7,9 
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对 应 于 工 因素 与 了 因素 相 比 为 同等 重要 ,略为 重要 .比较 重要 , 非 
常量 要 和 绝对 重要 , 而 2,4,6,8 表示 两 判断 之 间 的 中 间 状态 对 应 
的 标 度 值 . 若 zar 一 有 (一 12 9)， 则 相 诬 有 ar 一 17E 人 天 站. 当 
=—J 时 ,aij==1. 
二 ,计算 方法 
在 利用 标 度 求 得 成 对 比较 阵 二 后 ,AHP 方法 的 计算 一 艇 分 
为 三 步 ;1" 计 算 特 征 向 量 到 ;2 计算 最 大 特征 值 如 ;3 一 致 性 检 
验 . 由 于 的 近似 性 , 玉 和 和 .的 计算 采用 近似 左 法 即 可 . 
1 特征 向 量 研 计算 
介绍 两 种 简化 方法 . 
第 一 种 方法 ,将 二 的 各 个 列 向 量 平均 后 ,再 标准 化 . 例如 ,车 
1 2 46 1 +2 +6 3 
万 = 区 1 4 | 半生 玉 和 史 二 1 二 4 2 


176 1/4 1 176 十 4 十 1 0.47 


第 二 种 方法 ， 区 有 刀 的 各 个 列 向 量 先 标准 化, 再 平均 . 例如 
rl 2 6 0. 60 0.62 0.55 
A=|1/2 1 nt an 0.31 oa 
LA6 1/4 1 0.10 0.07 0.,09) 
.777 0.59 
LE 二 下- 

0. 26 0.09 
2. 计算 万 的 景 大 特征 值 


15) AW) A 


其 中 ,CA 而 ); 为 A 到 的 第 i 个 元 素 . 过 马 为 例 , 利 用 方法 一 的 
结果 . 
本 


rl 2 61r0.57 [75 3 
AW=11l/2 1 4 15 - 0. 955 ; 
L176 14 1 10.0 0. 26 J 


1r1.75 0.955 0261 
Ar [a 57 ”0.35 0. 中 | 3 016. 

用 精确 方法 ,如 计算 特征 值 的 赛 法 可 得 到 4 的 最 大 特征 值 
一 3. 01 ,特征 向 量 WW= (0.588,0. 322,0.090) ， 


3. 一 致 性 检验 
# 二 3; 可 天 知 RI==0.58, 此 时 
_ 3.016 一 3 
CT 一 ”3 一 008 
_ CI 008 
CR ER— O58 一 0 .014<0 1 


和 的 不 一 致 性 可 以 接受 ， 

4. 层次 总 排序 及 一 致 性 检验 

上 述 过 程 中 求 出 的 你 是 同一 层次 中 相应 元 素 对 于 上 一 层次 
中 的 某 个 因素 相对 重要 性 的 排序 权 值 ,这 称 为 层次 单 排序 . 着 模型 
由 包 层 次 构成 .计算 同一 度 次 所 有 因素 对 于 最 高 层 ( 总 目标 } 相 对 
重要 性 的 排序 权 值 , 称 为 层次 总 排序 .这 一 过 程 是 由 最 高 层 到 最 低 
层 逐 层 进行 的 . 没 上 一 层次 4 包含 个 因素 4 4 … ,4 其 层 
次 总 排序 权 值 分 别 为 a1,as，… ,ar' 下 一 层次 8 包含 4 个 因素 B，， 
B,, 它们 对 于 了 的 层次 单 排序 权 值 分 器 次 Dj bays es Oa 
( 当 BB 与 4) 无 联系 时 ,太一 0); 此 时 吾 层 i 元素 在 景深 总 排序 中 


的 权 值 为 人 "= abyli= 1 2, 7 ), 
层次 总 排序 也 要 进行 一 致 性 检验 . 检验 是 从 最 高 层 到 低层 进 
行 的. 设 B 层 中 的 某 些 因素 对 4; 单 排序 的 一 致 性 指标 为 Ci;, 平 
均 随 机 一 致 性 指标 RL, 风 BB 层 总 排序 随机 一 致 性 比率 为 
CR= > ac / Sar, 


95 


ls 


CRs0 时 ,认为 层次 总 排序 结果 具有 满意 的 一 致 性 . 
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三 . 实 创 
例 3-9 企业 留成 问题 . 
在 企业 留成 的 决策 问题 中 , 若 构 造 的 判断 和 矩阵 如 下 : 
判断 矩阵 4 一 至 
A B B, 
1 
五 ;| 1 5 
Bl5s 1 
1 
B13 本 
判断 矩阵 吾 -C 
BC CC, oo, 
Cll 3 5 
1 
， 本 1 3 
1 1 
Cc 5 3 ! 
1 1 
Cl a 2? 
1 1 1 
Cs 5 
判断 矩阵 B, 一 必 
B, CC, CC 
Cf 1 1 
7 3 
C7 1 5 
C3 i 1 
习 
Cs|s 证 3 


B: 
1 


3 


3 | 


| 


判断 矩阵 如 :一 安 


B, CO CC 
Cfl 1 3 3 
Crl 1 3 3 
Cl 1 
本 本 1 1 
1 1 
cls 3 11 
相应 窍 阵 的 层次 单 排 序 计 算 和 一 致 性 检验 结果 如 下 : 
判断 矩阵 4 一 如 
0.] 有 51 
| | 一 3,038:CT 一 0.019， 
各 二 i0. 637 ; 
| | RI=0.58,CR=0. 033 
[0. 258| 
判断 矩阵 Bj 一己 
[0. <a91 1 
0. 232 
| 共有 一 5 126,C =0, 032 
入 中 二 |0. 092 
RI,=1.12, CR,=0. 028 
0. 138 
0. 046 
判断 矩阵 B; 一 心 
0. 053 
0, 564 ==. 117 .C7,=0.039 
评 守 一 
0. 118 RI,=—0. 90,CR,=0. 043 
0. 263 
判断 乞 阵 B; 一 局 
ro, 406 
joo 406 一 4， 民 站 一 0 
0. 094 | CR,—0 
LO0.094 | 


各 个 方案 相对 于 目标 后 的 总 排序 计算 如 表 3-6. 
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表 3-6 各 个 方案 相对 于 目标 层 的 总 排序 


屋 次 C 总 排序 多 


度 
人 0.157 
人 3 0. 232 D. 408 0.163 
Cs 0.092 0. 393 
C, 0.113 


D. 172 


层次 总 排序 一 任性 检验 如 下 
CI = >) BCT=0.105X0.032+0., 637X 0, 039+0. 258X0 
ol 


=0. 028 
RI = > BR 二 0. 105 YX 1. 12+0,. 637X 0. 90+0. 258XD. 90 
i=l 


=0. 933 


_CI 0.028_ 
CR=— 衣 一 0- 025<0.1 


国 此 , 晨 次 总 排序 符合 一 致 性 要 求 . 所 提出 的 五 种 方案 的 相对 优先 
排序 为 ;开办 职工 技术 学 校 (P;, 一 0. 393); 引 进 新 技术 设备 ,进行 
企业 改造 (W,; 二 0.072); 扩 建 职工 宿舍 ,食堂 等 福利 设施 CW, 一 
0.164)5 发 放 奖 金 (W 一 0.157) 和 扩建 图 书馆 候 乐 部 CC: 一 0 和. 113) 
. 由 此 三 领导 和 职 代 会 可 根据 上 人 述 分 析 结 果 ,决定 各 种 方案 的 实 
施 先 后 次 序 , 或 决定 分 配 企业 留成 利润 的 比例 . 


§ 3.4 组 合 优化 与 NP 问题 


组 合 数学 作为 离散 数学 这 个 “家 族 " 的 主要 成 员 ,在 计算 机 的 
刺激 下 得 到 迅猛 发 展 ,并 在 一 些 以 前 与 数学 没有 多 大 关联 的 学 科 ， 
如 化 学 ,生物 学 和 社会 学 等 领域 中 得 到 广泛 的 应 用 . 

58 


组 合 数学 研究 的 对 象 就 是 一 组 事物 安排 成 各 种 模式 的 问题 . 
有 了 两 类 问题 经 常 出 现 ， 

1* 安排 的 存在 性 . 要 把 一 组 种 物 进行 安排 ,使 之 满 定 某 些 条 
件 . 当 能 否 这 样 安排 不 是 那么 明显 村 ,就 需要 讨论 存在 问题 . 如 果 
… 种 安排 不 总 是 可 能 的 ,那么 在 怎样 的 条 件 下 ,才能 使 所 希望 的 安 
排 办 得 到 . 

2" 安排 的 计数 和 分 类 . 如 果 安 排 是 可 能 的 ,可 以 用 许 包 方式 
来 完成 ,人 们 可 能 要 求 计算 这 些 方式 的 个 数 或 者 把 它们 进行 分 类 . 

与 1 连同 出 现 的 第 三 个 维 合 问题 是 : 

3* 研究 一 个 已 知 安排 . 在 人 们 已 经 梅 造 出 了 《可 能 是 困难 的 ) 
满足 一 定 条 件 的 安排 之 后 ,就 可 以 研究 这 种 安排 的 性 质 和 结构 了 . 
这 样 的 结构 可 能 涉及 分 类 问题 2 ,并 且 也 可 能 牵涉 到 潜在 的 应 
用 . . . 
一 般 来 说 ,组 合 数学 与 离散 结构 和 关系 的 分 析 有 关 . 对 于 验证 
一 些 发 现 ,数学 归纳 法 是 组 合 数学 的 主要 工具 之 一 . 另外 还 有 容 斥 
原理 . 馈 先 原理 ,递归 关系 以 及 生成 函数 等 . 解决 组 合 问题 需要 特 
萄 的 方法 ,其 中 经 验 是 极为 重要 的 . 例如 个 人 ,项 任务 的 安排 ， 
它 共 有 ”4! 种 不 同方 案 , 傅 况 各 异 . 若 对 每 项 方案 进行 穷 举 ,以 ”一 
100 为 例 ,i00! 一 9 3Xx10 ,如 果 采 用 每 秒 可 完成 10 个 方案 的 高 
速 电 闻 计算 各 计算 ,也 需要 2, 96 X10 年 , 悄然 ,这 种 算 活 虽然 在 
理论 上 可 行 ,实际 却 办 不 到 . 类 似 于 这 种 问题 的 一 类 离散 对 象 的 问 
题 被 层出不穷 地 提 了 出 来 ,于 是 非 数 值 计 算 一 类 问题 的 算法 研究 ， 
便 成 为 近代 组 合 数学 研究 的 重要 肉 容 ,被 称 为 组 合算 法 , 有 一 类 优 
化 问题 具有 芝 些 组 全 意义, 如 零件 加 工 的 排序 问题 ,旅行 商 问题 、 
最 短路 径 问 题 等 等 ,因此 ,也 称 这 类 优化 问题 为 组 合 优 化 问题 . 

求解 组 合 间 题 最 直接 的 方法 是 穷 举 法 ,利用 计算 机 速度 快 和 
存 贮 基 大 的 优点 ,在 问题 的 规模 很 小 时 , 可 求 出 问题 的 全 部 解 . 现 
在 有 很 多 有 效 的 组 合算 法 ,如 DFS 搜索 法 、 分 支 定 界 法 、 隐 故 举 
法 ,动态 规划 等 ,都 属于 一 类 不 完全 穷 举 法 ,另外 还 有 大 量 近似 算 
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法 和 特殊 算法 . 这 里 仅仅 就 几 个 比较 典型 的 组 合 优化 问题 讨论 癌 
题 的 建 模 和 求解 


一 ,动态 规划 模型 


在 生产 和 科学 实验 中 ,有 一 类 活动 的 过 程 , 电 于 它 的 特殊 性 ， 
可 将 过 程 分 为 若干 个 互相 联系 的 阶 朗 ,在 它 的 每 一 阶段 都 需要 作 
出 决策 ,从 而 使 整个 过程 达到 最 好 的 活动 效果 , 因此 ,各 个 阶段 决 
策 的 选取 不 是 任意 确 定 的 , 它 依赖 于 当前 面临 的 状态 ,又 影响 以 后 
的 发 展 . 当 各 个 阶段 决策 确定 后 ,就 组 成 了 一 个 决策 序列 ,因而 也 
就 决定 了 整个 过程 的 一 条 活动 路 线 . 这 种 把 一 个 问题 看 作 是 一 个 
前 后 关联 具有 链 状 娃 梅 的 多 阶 表 过 程 称 为 多 阶段 决策 过 程 , 也 称 
为 序 贯 决策 过 程 ,这 种 问题 就 称 为 多 阶段 决策 问题 . 动态 规划 是 解 
次 多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 一 种 数学 方法 ,是 运筹 学 的 一 个 分 支 . 
我 们 通过 最 短路 线 问题 说 明 动 态 规划 的 基本 方法 . 
例 3-10 最 短路 线 问题 . 
如 图 3-7 所 示 ,给 定 一 个 线路 网 络 , 两 点 之 间 连 线 上 的 数字 表 
示 两 点 间 的 距离 (或 费用 ) , 试 求 一 条 由 4 到 G 的 铺 管 线路 ,使 总 
有 响 离 为 最 短 ( 或 总 旨 用 最 小 ). 


图 3-? 
根据 生活 常识 ,最 短路 线 有 一 个 重要 特征 :如 果 由 起 点 4 经 
过 卫 点击 到 达 终 点 GG 的 路 线 是 一 条 最 短路 线 , 则 由 PP 点 出 发 的 这 
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段子 路 线 , 对 于 从 书 点 出 发 到 达 给 点 的 所 有 可 能 网 择 的 不 同 路 线 
来 说 ,必定 也 是 最 短路 线 , 因为 如 果 不 是 这 样 , 则 从 点 卫 到 终点 局 
有 另 一 条 距离 更 得 的 路 线 存 在 ,把 它 和 源 来 路 线 中 由 4 到 了 的 那 
部 分 连接 起 来 ,就 会 得 到 一 条 由 4 到 上 的 新 路 线 , 它 比 原 来 那 条 
最 短路 线 的 距离 要 短 些 ,这 与 假设 矛盾 ,是 不 可 能 的 . 

根据 最 短路 线 这 一 特性 ,寻找 最 短路 线 的 方法 ,就 是 从 最 后 一 
段 开 始 ,用 由 护 向 前 逐步 递 推 的 方法 , 求 出 各 点 到 避 点 的 最 短路 
线 ,最 后 求 得 由 4 点 到 总 点 的 最 短路 线 . 在 本 题 中 ,可 分 为 6 个 阶 
段 求 解 , 取 到 为 阶段 变量 , 宅 一 1.2，… 6. 用 5, 表示 第 阶段 的 状 
态 变量 ,例如 3= {cc2 03s C03) :用 wetS4t) 表 示 第 中 阶段 处 于 Dr 时 
的 决策 变量 ;用 记 (Si) 表 示 从 第 阶段 的 状态 9 开始 到 第 = 阶段 
的 终 正 状态 的 过 程 , 采 取 最 倪 策 略 所 得 到 的 指标 函数 值 ; 用 d (3;， 
Si 表示 状态 Se 和 St+: 间 的 距离 . 

当 & 一 6 时 ,由 五, 到 给 点 C 只 有 一 荣 路 线 , 所 以 fi(F) 二 4. 
同 理 , 六 (3:) 一 3. 

当 上 一 5 时 ,出 发 点 有 包 ,五 ,二 三 个 , 苦 从 五 ! 出 发 ,有 两 种 选 
择 , 一 是 到 下,. 另 一 个 是 到 下 ,, 则 

ods CCE, FI)+ folF, ) 1 _ | min 人 2 人- 

La 五) 十 六 CEFs ,全 5 十 3 
相应 决策 为 us) 二 本 这 说 明 , 由 ,到 终点 6 的 最 短路 线 为 7， 
其 最 短路 线 为 EF- 一 G. 

同 理 ,从 E, 和 EE; 出 发 ,有 
(ds CR FD) + fF, A , {2s 

in = 
2 十 31 


ftE = min 


(ED 一 min< 
fk Min cp, FD fF,)) 


相应 决策 为 wu (五 2 一己 : 
化 (0 


至 4 
(一 tin ora 


CA 7 
相应 决策 为 us( 五 一 并 2. 
类 似 可 算得 
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当 下 一 各 时 ,六 CD) 一 ? utD} =—=E, 


f(Di)=6 wt DD) = E:; 
f(D)=8 uit Da)=E: 
当下 一 3 时 .六 CT) 一 13 ttC)=D, 
Ce) 一 10 tts) = DD 
f(ts)= 9 za 人 一 了 下。 
fC)=12 Ha Cs 一 了 5 
当 玫 一 2 时 ,fi(B,) 王 13 wit BD)=C: 
(一 上 wit Br} = 
当下 ==] 时 ,出 发 点 只 有 4 一 个 点 ， 
dA ,BOND+ fCB,)) /5 十 13" 
fmin CAB YH FB) Ym 316.™18 


相应 决策 aC4) =B,, 于 是 得 到 从 4 到 终点 局 的 最 短 指 离 为 18. 
为 了 找到 最 短路 线 , 再 按 计算 项 译 反 推 , 可 求 得 最 优 决 策 郴 数 
序列 {4} ;好 由 (A)=B.,ustB1)=C, u(tC1) =D, ,uD)=E,, 
Ws (2) 二 yds(Fi) 一 局 ,组 成 一 个 最 优 策 略 , 相 应 路 线 为 
AB ”CDE rF >O 
上 上 述 计 算 过 程 ,利用 了 在 阶段 和 十 1 阶段 之 间 的 递 推 其 系 ， 
OT, SS fends) 
| jE DL 
| 


| =,5,4,3,2,1 
(87) 一 0 (或 号 成 人 (=di(S6,G) 

其 中 DC5 收 表示 第 阶段 从 状态 5; 出 发 的 允许 决策 集合 . 

一 般 情况 下 ,& 阶段 与 十 1 阶段 的 递 推 关系 式 可 写作 
fe(S)™, Opt (Urls t Se)) tT fa ust Sa)))} 
=n lr 21 
边界 茶 侍 为 
了 -03 一 0 


这 种 递 推 关系 式 称 为 动态 规划 的 基本 方程 . 从 上 例 中 我 们 看 
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到 ,将 一 个 实 慰 问题 建 江 动态 规划 模 章 时 ,必须 做 到 下 面 瑟 上 成 : 

1° 将 问题 的 过 程 划 分 成 恰当 的 阶段 . 

2° 正确 选择 状态 变量 5,, 使 它 婚 能 描述 过 程 的 演变 , 又 要 满 
是 无 后 效 性 . 

3* 确定 决策 变量 wi 及 每 阶段 的 允许 类 策 集合 Di(54), 

4° 正确 写 出 状态 转移 方程 . 

5 正 依 写 出 指标 冰 数 WV, 的 关系 , 它 应 满足 三 个 性 质 : 第 ---. 
它 是 定义 在 全 过 程 和 所 有 关子 过 程 上 的 数量 函数 ;第 二 , 它 具 有 可 
分 离 性 和 递 推 美 系 , 即 

Vi Ste =p Vt | 
第 三 ,指标 函数 内 (Sui 对 于 变量 了。 .为 严格 单调 ,通常 
将 指标 尔 数 取 鸭 过 程 所 包含 的 各 阶段 的 指标 的 和 或 积 的 形式 . 

下 面 是 应 用 动态 规划 来 解决 组 合 优化 问题 的 几 个 实例 . 

例 311 旅行 商 问题 . 

旅行 商 问题 也 称 为 货 郭 反问 题 , 是 运筹 学 中 的 一 个 著名 问题 ， 
有 一 个 串 村 走 户 和 的 卖 货 郎 ,从 某 个 村 庄 出 发 ,通过 若干 个 村 庄 一 深 
且 仅 一 次 ,最 后 义 回 到 原来 出 发 的 村 庄 . 问 应 如 何 选 择 行 走路 线 ， 
总 的 行程 最 短 . 

这 个 问题 的 -一般 提 法 是 ; 设 有 rn 个 城市 ;以 1,2,*… 表示 ,cr 
表示 从 上 城 到 了 城 的 上 距离, 一 个 推销 员 从 城市 1 出 发 到 其 他 每 个 
城市 去 一 次 且 仅 仅 是 一 次 ,然后 回 到 城市 1. 问 他 如 和 何 选择 路 线 ， 
使 总 的 路 程 最短 . 这 个 问题 属于 组 侣 最 优化 问题 , 当 nn 不 太太 时 ， 
利用 动态 规划 方法 求解 是 方便 的 . 

由 于 规定 推销 员 是 从 城市 1 开始 的 , 设 推销 员 走 到 ; 城 , 记 

一 12,3 一 1 十 1 表示 由 1 城 到 i 城 的 中 间 城 市 
集合 . 
S 表示 到 达 i 城 之 前 中 途 所 经 过 的 城市 的 集合 , 则 有 5S<N. 
因此 ,可 网 取 避 ,3S) 作 为 描述 过 程 的 状态 变量 ,决策 为 由 一 个 
城市 走 到 另 一 个 城市 ,并 定义 最 已 值 函 数 记 G,5) 为 从 1 城市 开 
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始 , 经 由 到 个 中 间 城 市 的 3 集 到 i 城 的 最 短路 线 的 距离 , 则 可 写 出 
动态 规划 的 递 推 关 系 为 ， 
hii 5) =minLhs CSNLDI 二 er] 
(El 2 一 1 一 3 
边界 条 件 为 fCis9) 二 dy. 
Puti,5S) 为 最 优 决 策 函 数 , 它 罕 示 从 1 城 开始 经 上 个 中 间 城 市 
的 S 集 到 i 城 的 最 短路 线 上 紧 挨 着 i 城 前 面 的 那个 城市 . 
对 于 四 个 城市 旅行 推销 员 问题 ,城市 间 的 距离 矩阵 如 表 3-7 


表 3-7 


由 边界 条 件 可 知 

fo pdg=B fd p=dys = fod P=dy=6, 

当天 一 1 时 , 即 从 1 城 开 始 ; 中 间 经 过 一 个 城市 到 这 i 城 的 最 
短 谍 离 是 ， 

经 3 城 到 达 2 城 (3,43))== 放 (3,8) 十 dy 二 5 十 8 二 13 

经 4 城 到 达 2 城 (2,14}})= 二 了 (4) 十 dz 二 6 十 5 二 11 

经 2 城 到 达 3 城 (3,12))= 二 (2,9) 十 ds 二 8 十 8 二 16 

经 4 城 到 达 3 城 记 (3,14))= 二 (4)9) 十 ds 二 6 十 5 二 11 

经 2 城 到 达 4 城 (4,12)) 一 fi(2,P) 十 dzs 一 8 十 5 一 13 

如 3 城 到 达 < 城 六 (4 ,13 一 上 (3 陪 十 da 一 5 十 5 一 10 

当下 二 2 时 , 即 从 1 城 开 始 ,中 间 经 过 两 个 沽 市 (它们 的 顺序 任 
意 ) 到 达 + 城 的 最 得点 离 是 ， 

经 13,4} 到 达 2 城 : 户 (2,13, 4 一 min[ 记 (3 人) 十 css， 
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所 543 十 中 一 min[t1 十 8,10 十 5 一 15 
"P52,13,4)) 二 4; 即 从 1 城 开 始 经 两 个 中 间 城 市 {3,4} 到 
2 城 的 路 线 上 紧 挨 2 城 的 为 4, 即 1~>3 一 4 一 2. 
经 {2,4} 到 这 3;C3,12,4)) 二 min[ 让 (2,14)) 十 ds， 
fa 2 +dal=min[11l+8,.13+5j]=18 
P31214)) 二 4, 即 为 1 一 2 一 4 一 3. 
经 {2,3j) 到 达 4 C4,.42130 一 min[ 让 (2,13}) 二 dy， - 
fl3,12)) Tds, = 一 mintl13 十 5,18 十 5] 一 18 
Pi04 12:3)) 一 2 路 线 为 13-2-4. 
当下 二 3 时 , 即 从 1 开始 ;中间 经 三 个 城市 ( 须 序 任意 }) 回 到 1 
城 的 最 短 距 离 是 ; 
ftlr{2.3,4}) =—=min[ fC2,13,4)) + ad fet3, 12,4)) + dd;, 
fd 12,.3)) 十 dg] 一 min[15 二 8,18 十 5,18 十 6] 一 23 
il1 22,34)) 二 2 或 3， 即 到 达 1 城 前 紧 挨 着 1 的 城市 应 
是 2 或 3 
由 此 可 推 知 ,推销 员 的 最 短 旅行 路 线 是 1 一 3--4 一 2 一 1 或 1 
一 2 一 4 一 3 一 1 ,最 短 距离 为 23. 
实际 中 很 多 问题 都 可 以 归结 为 旅行 商 这 类 问题 . 如 物质 运输 
路 线 中 ,汽车 应 走 怎样 的 路 线 使 路 程 最 短 ;城市 里 在 一 些 地 方 铺设 
管道 ,管子 应 走 怎样 的 路 线 合 答 子 耗费 最 少 等 等 . 
例 3-12 同 顺序 流水 作业 任务 安排 问题 . 
设 有 x 台 机 器 CG ;Ms MM-) yn 项 任务 C7,Jiy…: J ,) ,加 
工 顺序 相同 ,依次 为 Mi ,Mi ,1M.. 
T= idan 
为 加 工时 间 拖 阵 , 即 与 为 任务 J 在 机 器 MM 上 加 工 所 需 的 时 数 ， 
下 面 仅 就 xr 二 2 的 情形 加 以 讨论 , 令 
So= {ir yh} N= {1 2, ,1}. 
n 个 尾 务 的 十 工 顺序 不 同 , 从 第 一 个 任务 在 M, 机 器 上 加 工 开 
始 , 到 最 后 一 个 任务 在 M; 机 项 上 加 工 完毕 为 止 , 所 需 的 时 间 可 能 
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各 不 相 阿 , 最 佳 的 安排 要 使 得 M; 机 器 的 空 亲 时 间 这 到 最 少 , 而 机 
器 M, 没有 这 个 问题 . i 
设 S 蚌 任务 的 集合 ,车 机 咽 邓 , 开始 加 工 S 中 的 任务 时 ,Mi 
机 器 在 圳 工 其 他 任务 ,: 时 刻 后 才 可 利用 . 在 这 样 的 条 件 下 ,加 工 芒 
中 任务 所 和 需 的 最 短 时 间 没 为 了 6S; 让. 则 有 
TD=mintit TS sit max tt 0))) 


其 中 性 十 max 信 一 贞 107; 可 从 | 司 3 8 中 得 出 ， 


+ ts z ty 
一 -人 -一 一 个 
有 M, 
je ， ty Ot) 
tay Fi -tt 《by fi 


图 3-8 
区 果 最 佳 方案 是 J; 在 前 ,J 在 后 , 则 
TSO = TN tT maxtt—t 0}) 
= TMM ;ty 二 max {to; 
maxit—f0}—#t1,0}) 
= TO ,TT,,) 
Tiy=ty+maxt{ta+max{t—t 0) —t: 0} 


=tyita—tyt+maxlmax{t— ti 0} tta} 


=—=12; ts; 一 丰 ; 十 Da 和 {2— rt atyi dr: ,0O) 
=isty ti max{tts trtit ty; ta} 
rt to 十 #0; 一直 一 13 车 max {t,t rts tj — tos }=# 


1 fot ts 车 max{i tisfi 十 2 一 2y) 二 
iojs 车 Ta 人 二 在 一 起 一 站 十 性 赴约 
参见 图 3-9. : 
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[4 Ezy | t | 各 Lai | 
MEANY MM 
[ 后 十 f<ct 二 村 (thy tt 
ft, tre rf} 
fy Fl fs, 
Mt 一 
| 1 | 
| 。 | ,| 
t tn | ta | 
M: Ny 
(ents 
lil 
图 3-9 


如 果 最 优 深 序 J 一 的 加 工 顺序 互 换 , 则 
TOS 一 十 上 二 了 sd) [上 


其 中 ， 

Ti=tto tmaxit tt ti to}s 
如 果 

max{tstirtti— tat} Emax {ts ttiy— toast 1) 
则 

TOISAST CS st) 
进一步 可 看 到 ,如 果 
tt max{ 一直 一 大 本寺 三 二 raxf ti ti}, 

即 Timnfta ,t,,} (2) 
则 {1}) 式 成 立 . : 


《2) 式 就 是 著名 的 Johnson 公式 , 即 若 (2) 式 成 立 , 则 任务 J 
安排 在 二 之 前 加 工 . 这 说 明 在 好 上 加 工 的 时 间 短 的 任务 诬 优 
先 ,而 在 机 器 Ms 上 加工 时间 短 的 任务 应 排 在 后 面 . 因而 令 ,14， 
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ttayytaste 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 , 若 最 小 的 是 2, 则 到 排 
在 第 一 个 , 若 :为 最 小 , 则 .J 排 在 最 后 一 个 ,并 从 序列 中 去 掉 
和 名 ;然后 再 依次 观察 余下 的 序数 中 最 小 数 . 

现在 某 印 刷 广 有 6 项 加 工 任务 .对 印 币 车 间 和 装订 车 间 所 需 
时 和 间 见 表 3.8. 


表 3-S 《时 间 单 位 ;天 》 


车 间 


印刷 车 间 

装订 车 间 
对 矩阵 了 -= (&,)zxs 的 元 素 从 小 到 大 按 次 排序 得 

1 2 过 3 和 3 9 9 10 和 T1112 


Cititt 


tzs Ey zl fs ta foes Eu ts i tz de dz 
鼓 最 佳 的 加 工 顺 序 应 为 
a Fe 
加 工 总 时 数 为 43 天 . 
一 .NP 完全 问题 


离散 问题 的 求解 常常 要 从 有 限 个 方案 中 进出 一 个 满意 的 结果 
来 . 也 许 有 人 认为 ,从 有 限 个 方案 中 挑选 一 个 ,总 是 比较 容易 的 . 然 
而 ,事实 并 非 如 此 ,关键 在 于 问题 的 规 横 ， 

由 于 计算 机 的 出 现 , 人 们 对 问题 的 求解 在 观念 上 发 生 了 改变 . 
一 个 在 理论 上 可 解 的 问题 如 果 在 求解 时 需要 花费 相当 多 ,以 至于 
太 合 理 的 时 间 ( 如 几 百 年 蕊 至 更 长 时 间 ) ,我 们 不 能 认为 它 已 解决 ， 
而 应 当 和 努力 寻找 更 好 的 算法 . 

邵 何 比较 算法 的 好 坏 呢 ? 从 不 同 的 角度 出 发 可 以 有 不 同 的 回 
答 . 这 里 , 仅 就 算法 的 计算 速度 作 一 个 十 分 粗略 的 比较 . 
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设 有 一 台 每 小 时 能 进行 M 次 运算 的 计算 机. 并 设 问题 已 有 商 
种 不 同 的 算法 ,算法 4 对 规模 为 上 的 问题 区 需 作 ni 次 运算 ,算法 
召 则 约 需 作 2" 次 运算 .运用 算法 4 在- -小 时 内 大 约 可 解 一 个 规模 
为 v 语 的 问题 ,而 算法 下风 大约 可 解 一 个 规模 为 logzid 的 问题 . 

现在 假设 计算 和 机 有 六 改进 ,例如 计算 速度 提高 了 100 倍 . 此 
时 ,利用 算法 4 能 求解 的 问题 规模 增 大 了 10 信和, 利用 算法 BB 可 解 
的 问题 规模 呈 增 加 7 了 iog:100<<7. 前 者 得 到 了 成 倍 的 增加 ,而 后 者 
则 几乎 没有 什么 改变 ,今天 无 法 求解 的 问题 ,将 来 也 很 少 有 希望 解 
决 , 由 于 这 一 原因 ,对 算法 作 如 下 分 类 . 

定 此 1! 多 项 式 算 法 } 设 4 基 求 解 革 类 问题 五 的 一 个 算法 ， 
7 为 问题 五 的 规模 ,用 fCD,n) 表 示 用 算法 4 在 计算 机 上 求解 这 
一 问题 时 需 作 的 初等 运算 的 次 数 - 若 存 在 一 个 多项式 Pr 和 正副 
数 入 , 当 n 宕 N 时 ,总 有 LtD,n) 太 Pln)( 不 论 求 解 的 了 D 晨 怎样 的 
有 具体 实例 ), 则 称 算法 4 是 求解 问题 DD 的 一 个 多 项 式 算法 . 

定 尺 2: 指数 算法 ) 设 算法 已 是 求解 某 类 问题 五 的 一 个 算 
法 , 若 存在 一 个 常数 上 >0, 对 任意 za 总 可 以 找到 问题 刀 的 一 个 
规模 为 n 的 实例 ,用 算法 BB 求解 时 ,所 需 的 计算 量 约 为 fa (DD,n) 
二 OC2*) , 刚 称 B 为 求解 问题 局 的 一 个 指数 算法 . 

多 项 式 算法 被 称 为 是 "好 "算法 (或 有 效 算 法 ), 而 指数 算法 则 
一 般 认 为 是 “ 坏 ” 算 法 ,因为 它 只 能 用 来 求解 规模 很 小 的 问题 . 

这 样 看 来 ,对 一 个 问题 只 有 在 找到 求解 它 的 多 项 式 算法 后 才 
能 较为 放心 . 然而 十 发 可 异 的 是 ,对 于 许 儿 有 具有 十 分 广泛 应 用 价值 
的 高 散 模 型 , 入 们 至 今 仍 未 找到 多 项 式 算 法 . 现在 的 任何 算法 在 最 
坏 的 情况 下 计算 量 均 可 达到 或 接近 2. 

1971 年 ,S.Cook 发 表 了 “The Complexity of Theorem Prov- 
ing Procedures” 这 篇 论文 . 1972 年 ,R. Karp 发 表 了 “Reducibility 
Among Combinationcial Probiems” ,从 此 奠定 了 NP 完全 理论 基 
础 . NP 是 Nondetertninistic Polgnomial 的 编写 , 即 为 非 确 定型 秀 
多 项 式 算法 . Cook 指出 ,NP 完全 类 问题 ,具有 两 个 性 质 : 
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1 这 业 癌 题 中 的 任何 一 个 各 题 至 今 均 未 发 现 有 多 项 式 算法 . 

2" 只 要 其 中 任 一 个 问题 找到 了 多 项 式 算法 ,那么 其 他 所 有 问 
题 也 就 有 了 多 项 式 算 法 . 

现在 ,NP 完全 类 中 的 问题 已 被 扩充 到 了 四 于 多 个 ,其 中 包括 
前 面 讨论 的 旅行 商 问 题 . 对 它们 的 研究 使 人 们 越 来 越 相 信 这 样 一 
个 猜测 :对 这 类 问题 也 许 棋 本 不 存在 多 项 式 算 法 . 


三 .近似 算法 


当前 NP- 完 全 理论 的 研究 中 ,有 而 个 问题 特别 引 人 注 由 .其 一 
是 着 腿 于 证 明 这 一 类 问题 的 等 价 性 , 即 证 明 它 们 的 困难 程度 相当 ， 
另 一 个 是 寻找 近似 算法 ， 

我 们 把 注意 方 集中 在 按照 平 询 性 态 而 不 是 最 坏 情 况 性 态 的 原 
则 来 寻找 较 好 的 算法 .或 者 更 实际 地 说 ,寻找 一 个 对 于 常见 的 输入 
能 较 好 地 工作 的 算法 . 这 种 选择 依 束 于 经 验 胜 过 依赖 于 严格 的 分 
析 . 这 些 算法 虽然 不 能 保证 是 最 优 解 ,但 却 是 接近 最 优 解 的 快速 算 
法 ,它们 被 称 为 近似 的 或 启发 式 算法 . 不 少 近似 算法 的 策略 和 启发 
式 方法 非常 简单 和 直接 ,但 对 某 些 问 题 来 说 , 却 提供 了 意 想 水 到 的 
好 结果 ， . 

近似 算法 中 最 为 常用 的 可 能 莫 过 于 人 访 整 算法 (Greedy Algo- 
rithm )， 它 们 的 基本 策 酷 是 ,每 个 选择 对 象 在 当时 应 使 度量 最 优 
化 . 

前 面 我 们 讨论 过 旅行 商 问题 , 它 的 一 般 提 法 是 , 记 出 发 城市 为 


0, 拟 经 商 的 城市 分 别 记 为 lero, 于 是 问题 化 为 求 一 个 {1 ,2， 
… ,可 的 排序 人 ,ae 站 使 之 ld 最 小 ， 其 中 dl yt1) 
为 城市 i 到 的 距离 0 一 局- 一 总. 这 是 问题 的 静态 模型 或 组 合 


模型 . 显然 ,41,2,…,n}) 的 不 同 排序 为 00x1) 个 , 当 nn 稍 大 时 ,根本 

无 法 找 出 最 优 方案 . 例如 要 想 找 出 遍 访 美国 五 十 全 洲 府 的 最 优 方 

案 .按照 一 一 对 比 的 穷 举 方法 ,需要 在 计算 机 上 运算 数 十 亿 年 (对 
?0 


这 个 特殊 问题 ,现在 已 找到 好 一 些 的 算法 ). 

例 3-13 旅行 商 问 题 的 近似 解法 . 

旅行 商 问题 在 $6.2 已 利用 动态 规划 求解 ( 当 规 模 很 小 时 ,n 
一 4). 这 里 讨论 一 种 贪 禁 算法 -一 最 近邻 法 . 设 #* 个 城市 为 C= 
{CoeCa Co 旅行 的 出 发 点 设 在 C ;下 一 个 城市 应 选取 与 点 
拭 离 最 近 的 点 . 

一 般 地 ,车 城 市 C 简 记 为 ;假设 前 面 的 旅行 路 线 为 

a he 过 

下 一 个 城市 ms 应 选取 其 余 尚 未 通过 的 蒜 一 下 个 城市 中 离 j 最近 
的 一 个 城市 . 

从 页 出 发 , 产 的 确定 要 在 六 以 外 2 一 1 个 城市 中 进行 选择 , 求 
其 中 与 距离 最 短 者 要 作 n 一 2 次 比较 ;js 的 选择 要 进行 n 一 3 次 
比较 ; 依 此 类 推 , 故 最 近邻 法 共 各 比 较 次 数 为 


Cr 2 十 (一 3) 十 十 1 一 二 (2 一 1)(z 一 2) 


最 好 的 情况 下 ,最 近邻 法 可 能 得 到 最 佳 的 路 径 . 

令 了 : 表示 个 城市 的 旅行 商 问题 的 最 优 回路 ,N, 为 用 最 近 
邻 法 所 得 的 近似 解 的 路 径 . 

假定 局 = (dy),44 为 nn 个 城市 间 的 距离 矩阵 ,n 之 2, 并 满足 1* 
d= di 2°d, dt dd. 


设 用 最 近邻 法 得 到 的 n 条 边 的 长 度 为 
站 有 
了 立 郧 有 IT | 守 24 


定理 1 1T’ |>2 >) 01<4<| 2 | 
2° 2N,< (Tlogsn? + DT.* 
按 最 近邻 法 ,以 1 为 出 发 点 ,8 6. 2 中 旅行 商 问题 的 近似 解 为 
1 一 3->4-r2> 二 达到 最 优 解 . 以 1 为 终点 ,以 倒 推 方式 采用 最 近邻 
法 .得 问题 的 近似 解 为 1 一 2->4 一 3->1, 也 达到 最 优 解 . 
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旅行 商 问 题 的 另 一 个 近似 算法 是 最 近 揪 入 法. 其 基本 思想 是 
对 由 闫 个 点 中 的 某 丰 点 构成 的 一 个 晤 佳 回 路 ,陆续 加 上 一 个 和 
Ti 上 的 点 最 接近 的 点 组 成 新 的 最 佳 回路 7 开始 时 可 任 取 一 个 
顶点 ,直到 最 后 包含 个 顶点 的 工 , 为 止 . 

确定 史 个 城市 加 入 到 TT, 中 来 ? 加 入 到 什么 地 方 ? 这 比 最 近邻 
法 要 复杂 ,但 柯 在 O(P) 时 间 内 完成 , 即 最 近 揪 入 法 的 复杂 性 为 
1) 设 最 近 播 人 法 所 得 的 旅行 回路 的 长 记 为 二, 则 有 

rf: < 

对 于 8 6.2 中 的 四 城市 旅行 商 问 题 ,求解 过程 妍 下: 

从 1 出 发 . 与 1 最 近 的 点 为 3, 故 构成 了 ,= {1,3). 考察 点 2 和 
4 :点 2 到 | 了 中 各 点 的 距离 分 别 为 Gd 一 8 一 8 十 dw 二 16; 点 
4 到 了 中 各 点 的 臣 离 分 别 为 dj 一 6,d4s==5;du 十 dw 二 11; 故 将 点 
4 加 入 到 工 ;, 构 成 TT;. 为 确定 点 4 加 入 到 什么 地 方 ,比较 1 一 4 一 3 

*T 和 1 一 3 一 4 一 1 路 径 长 分 别 为 6 十 5 十 5 一 16 和 5 二 5 十 6 一 16， 
路 径 长 相同 , 任 取 一 种 为 回路 . 例如 1 一 3-*4 一 1. 

考虑 将 点 2 加 入 了; 构成 工 ,, 加 入 后 可 能 形成 的 回路 为 1 一 2 
3rd~=1( 踏 径 长 27) ,1 一 3 一 4 王 2 一 1( 路 径 长 23) 和 1 一 3 一 2 一 
4 一 1( 踏 径 长 24) ,了 ,的 最 佳 回 路 为 1 一 3->4 一 2 一 1 达到 最 优 解 ， 

例 3-14 装 箱 问 题 . 

设 有 一 批 容积 为 的 箱子 和 个 物体 5;,1 二 1,2,*…,n, 每 个 
5; 的 体积 也 用 S; 表示 ,0<9 委 1. 现在 的 条 题 是 如 何 设法 将 5S;， 
$3，…,S, 放 入 尽 可 能 少 的 箱子 中 . 

若 考察 所 有 将 n 项 之 集合 分 划 成 个 或 少 于 # 个 的 子 集 ( 穿 
举 法 ), 最 优 解 就 可 以 找 到 ,但 这 种 允许 的 分 划 总 数 超过 (三 )". 以 
下 述 实例 来 说 明 两 种 近似 算法 的 特点 . 

现 有 3 个 物体 ,其 大 小 分 别 为 0.2,0,2,0.7,0.8,0.3,0.6， 
0. 3,0.2,0.6, 试 将 它们 放 在 尽 可 能 少 的 单位 容积 的 箱子 中 . 

近似 方法 一 :由 大 到 小 装填 法 

?2 


将 物体 由 大 到 小 排 成 非 增 序列 ,每 个 物体 依次 放 在 它 第 一 个 
区 得 进 的 箱子 中 . 

将 8 个 物体 按 太 小 排序 为 0.8.0.7.0.6.0.6.0.3,0.3,0.2， 
0.2:0.2, 记 为 tmp ,显然 , 按 此 算法 ,0. 8,0.7,0.6,0.6 分 别 
占据 一 个 箱子 . 箱子 编号 为 1,2,3,4. i 二 0.3, 能 装 下 的 第 一 个 箱 
子 为 2 号 :is 二 0.3, 能 装 下 的 第 一 个 第 子 为 3 号 ;i; 二 0.2, 能 装 下 
的 第 一 个 箱子 为 1 号 ;ma 一 5 一 小 2, 分 别 搜索 后 ,都 装 入 4 号 , 训 装 
箱 结果 为 


[0.8,0.2] [0703| | 0.6,0.3] 

4 个 箱子 即 可 装 完 , 达 到 最 优 解 . 

近 侯 方法 二 :最 佳 存 放 尘 

将 物体 由 大 到 小 排 成 非 增 序列 , 在 存放 过 程 中 ,尺寸 为 3 的 
物体 放 在 箱子 B; 中 仅 当 在 该 物体 足以 存放 的 庄 箱子 中 B, 是 最 满 
的 一 个 ,也 就 是 说 , 若 记 是 存放 在 箱子 Bj 中 物体 的 尺寸 , 则 5 是 
服从 要 求 玉 十 5 委 1 中 最 大 的 一 个 . 

在 本 题 中 ,太一 0.8, 加 一 0.70 一 0.6, 0 一 46 分 别 放 入 箱子 
B,,B:,Bi;,B, 中 .i 二 0.3, 和 将 i 放 入 后 最 满 的 箱子 是 Bs, 故 is 放 入 
Baj;is 一 0.3; 放 入 后 最 满 的 箱子 是 已 , 故 癌 就 人 8 一 0.2, 放 
入 性 后 最 满 的 箱子 是 Bi;is= 二 0.2, 放 入 is 后 最 满 的 箱子 是 B,,; 将 
is 放 入 Bi;is 二 0.2, 放 入 志 后 最 满 的 箱子 是 B,, 将 i 放 入 B;, 这 样 
得 到 利 方法 一 相同 的 结果 ,也 达到 最 优 和 解 . 

然而 ,一般 近 似 算 法 并 非 对 所 有 向 题 都 这 人 么 幸运 . 侧 且 近似 算 
法 的 理论 分 析 往 往 比较 困难 . 

例 3-15 任务 安排 问题 . 

设 朋 z 台 完 全 相同 的 机 床 ;m yes :ai 四 工 2 个 彼此 无 关 
的 任务 : 广 ,j' 产 ; 所 需 的 时 间 分 别 为 二 ,t,t 问 如 何 安排 加 
工 顺 冯 , 使 最 后 全 部 结束 的 时 间 最 短 . 

4 台 相 同 的 机 器 的 任 笋 安排 , 当 一 2 时 实际 上 就 是 划分 问题 . 

73 


设 完成 任务 产 所 需 时 间 为 所,1 委 !: 委 2 任务 安排 辣 题 根 当 于 对 集 
A 
A= 人 
的 划分 . />2 是 它 的 自然 推广 . 
近似 算法 1 
对 时 间 序 列 进行 排序 . 不 失 一 般 性 ,假定 
Be 
这 个 顺序 也 就 是 却 工 的 先后 顺序 . 即 当 某 台 机 器 空闲 时 ,立即 如 工 
刹 下 需要 如 工 的 时 间 最 长 的 任务 . 例如 , 设 1=3, 二 10,t;=9,4s 二 
有 ,一 7 一 6 一 5, 吉 工 顺序 为 
mtl10), 7 5) 
Hea J2 C9), 75t6 
masj(B) ,jt?) 
整体 加 工时 间 为 15, 法 到 最 优 . 
设 最 优 的 任务 安排 使 完成 z 项 任务 所 需 的 时 间 为 了 T; ,近似 算 
法 所 得 的 任务 安排 完成 时 间 为 TZ,, 则 绝对 偏差 = 一 T。 ,相对 
偏 羞 3 一 4/T。 .以 A, 记 上 述 近似 算法 , 则 近似 算法 4: 的 相对 偏 
差 满足 “ 


1 
HS 


近似 算法 2. 
假定 已 经 排序 得 这 1 牵 … 之 ft- 确定 整数 有, 先 对 前 上 个 任务 
求 最 佳 的 安排 ,然后 对 后 n 一 上 个 任务 应 用 算法 A， 
例 3-16 i1=2,n==10,k=4. 
==15t =13,t3=12,7 = 10,ts=8 
te= 7 tit =d) ty = do 
这 个 例 5-14 的 最 佳 安排 为 
m15), jC13) ,jC12) 
moe: je C0) ,9s C8) ,jst7) jr (0) jal) ， 太 (3 , joc2) 
?4 


最 短 时 间 为 40、 
按 算法 4; ,第 一 步 对 前 4 个 任务 求 最 佳 安排 : 
ms jCl15) ,jl10) 
mes jl13), jtl12) 
最 短 时 间 为 25. 
第 二 步 按 4, 近似 算法 进行 如 下 ， 
ms jC1B) ,jlO0), js (8), jad4), jc3) 
mas ja I), jl12), jl?) ,js C6) ,jint2) 
最 短 时 间 也 是 40, 达 到 最 优 解 . 
对 近似 算法 4: 有 下 述 估 计 : 
算法 A; 的 相对 偏差 5 满足 


1—1/ 


SITE/mT 


3 3.5 图 论 方法 


图 论 方法 是 建立 高 散 模 型 的 重要 方法 ,这 里 选用 级 约 市 术 道 
清 打 问题 作为 实例 ,说 明 图 论 方法 在 人 类 实 踊 活 动 甚至 日 常生 活 
中 大 有 用 武之 地 . 虽然 这 一 例子 与 我 国 目 前 情况 的 差距 较 大 ,但 考 
虑 问题 的 方法 还 是 值得 借鉴 的 . 

例 3-i7 纽约 市 街道 清扫 问题 . 

纽约 市 卫生 事业 的 年 预算 纹 用 约 为 两 亿 姜 元 ,其 中 1000 万 美 
元 用 于 清 打 街道 . 政府 希望 能 建立 一 个 数学 模 理 ,对 清 打 路 线 进行 
规划 ,使 整个 清扫 工作 费用 最 低 . 

该 模型 涉及 到 图 论 和 线性 规划 的 知识 ,由 于 上 略 去 了 有 关 的 理 
论证 明 , 这 些 知 识 变 得 相当 直观 而 易于 接受 ， 


一 ,问题 的 图 示 


显然 ,街区 可 以 用 图 来 表示 . 在 图 论 中 ,图 由 一 些 点 及 一 些 点 
?5 


之 间 的 联 线 构 成 . 这 些 点 称 为 顶点 . 两 点 间 不 带 箭头 的 联 线 称 为 
边 ,相应 的 图 称 为 无 向 图 或 简称 为 图 ; 带 箭头 的 联 线 称 为 弧 , 相 应 
的 图 称 为 有 向 图 . 表示 街区 前 图 ,由 二 单行 街道 的 存在 ,通常 是 有 
向 图 . 例如 图 3-10 所 示 就 是 一 个 简单 的 街区 图 ,中 路 为 单行 主干 
线 ,车辆 必须 按 第 闫 7 门 通 冰 


4— > 


遍 :6 上 将 了 芝 图 示 
二 .问题 分 析 


初 看 起 来 ,问题 似乎 十 分 简单 ,只 需 把 街道 分 成 若干 片 ,每 片 
都 能 在 一 个 清扫 周期 内 打扫 完毕 即 可 . 但 事情 并 非 如 此 . 清扫 工作 
是 整个 市 政 管理 的 一 部 分 , 它 不 是 单独 存在 的 ,要 受到 多 方面 的 制 
约 . 这 些 制 约 主 要 是 ，; 

第 一 , 像 纽约 这 样 的 大 城市 ,清扫 必须 和 交通 规则 相 一 致 . 例 
如 ,在 车 辆 繁 位 的 时 段 内 一 些 主要 街道 是 不 允许 清扫 的 . 

第 二 ,请 扫 街 道 时 路 边 必 须 没 有 停车 ; 即 清扫 还 必须 和 述 车 规 
则 一 数 . 一 些小 城市 可 以 要 求 市 民 服从 和 清扫 相 一 致 的 停车 规则 ， 
但 像 纽 约 这 样 的 大 城市 则 行 不 通 . 

第 三 ,城市 一 般 都 分 成 几 个 行政 区 ,清扫 范围 可 能 还 不 允许 越 
出 本 区 范围 . | 

可 见 , 由 于 这 些 限制 条 件 的 存在 ,问题 变 得 复杂 起 来 了 . 注意 
到 ,在 清扫 问题 中 要 解决 的 是 如 何 确定 清扫 路 线 , 使 整个 清扫 工作 
费用 最 低 . 从 图 3-10 看 到 ,下 一 步 清扫 哪 一 条 有 道 可 以 看 作 是 在 
顶点 (街角 ?处 决定 的 .因此 顶点 在 问题 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 

可 以 设想 整个 工作 是 这 样 进行 的 , 
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第 一 步 , 根 据 交 通 规则 和 停车 规则 列 出 一 段 时 间 内 可 以 清扫 
第 二 步 , 找 出 一 个 能 覆盖 这 些 街道 的 圈 , 在 图 论 中 ,给 定 一 个 
国 CG 一 (7 .ED, 其 中 下 ,5E 分别 是 6G 的 点 集合 和 边 集 合 . 对 一 个 点 
边 的 交错 序 Vn en eta 若 6 是 联接 Vi 
和 Yi 的 迪 , 咖 称 此 序列 为 连结 六 和 Vs 的 一 条 链 . 又 若 Ya 一 


Yu, 则 称 此 序列 为 一 个 转 ， 


第 三 具 . 将 这 个 圈 合 理 地 分 成 车 于 段 ,由 清洁 工大 按 规 定 清 
扫 - 这 里 所 谓 的 “合理 ", 指 的 是 茎 要 能 驶 在 限定 时 人 间 内 扫 完 ,又 要 
是 比较 经 济 的 . 这 种 分 段 处 理 的 方法 ,将 原 问题 分 割 成 很 多 子 回 
题 , 即 在 一 段 规定 时 间 内 清扫 某 些 指定 街道 的 何 题 . 这 些 子 癌 题 还 
应 当 通 过 -一 些 约束 条 件 衡 接 起 来 ,以 保证 在 一 个 清扫 周期 内 每 条 
街 遵 被 清 打 一 次 且 只 铺 打 一 次 . 

这 里 为 简单 起 见 ,不 准备 涉及 到 子 问题 的 街 搁 ,只 着 重 研究 处 
理子 问题 的 方法 - 


三 . 子 问题 的 分 析 


在 按 交通 规则 和 你 车 规则 找到 某 一 小 段 应 清扫 的 街道 后 ,就 
要 寻找 最 佳 路 线 , 这 些 路 线形 成 一 个 图, 使 这 些 街 道 都 能 被 清扫 县 
只 被 清扫 一 遍 . 但 是 一 般 来 说 ,能 包含 图 中 所 有 边 的 圈 通 过 某 些 边 
可 能 需要 两 次 甚至 多 次 ,要 寻 控 的 是 经 过 所 有 顶点 走 过 每 条 边 正 
好 一 次 的 圈 ( 称 为 欧 拉 图 }. 如 果 这 种 圈 存 在 ;当然 是 最 短 的 . 如 果 
这 种 圈 不 存在 ,就 要 求 重复 走 这 的 边 的 总 长 为 最 少 的 图 . 这 个 工作 
就 是 寻找 最 小 尾 盖 圈 或 近似 最 小 著 辣 阐 . 

如 何 羯 断 子 图 中 是 否 存 在 殉 拉 圈 呢 ? 有 如 下 定理 . 

定理 1 有 人 向 贺 具有 了 殉 拉 圈 的 充分 必要 条 件 是 : (1) 此 图 是 连 
通 的 ;(2) 对 于 每 一 顶点 ,内 次 (进入 此 顶点 的 边 数 ) 等 于 外 次 (离开 
此 顶点 的 边 数 ). 

这 里 所 说 的 “连通 ”, 指 的 是 图 中 任何 两 个 点 之 间 ,至少 有 一 条 
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链 . 

定理 的 成 立 是 十 分 明显 的 , 因为 当 且 仅 当 对 每 一 顶点 的 进入 
连 数 等 于 离开 过 数 时 ,才能 绕 行 一 圈 后 回 到 原 处 . 这 是 欧 拉 在 研究 
七 桥 问题 后 握 出 的 , 它 是 历史 上 第 一 个 图 论 定理 . 利用 这 一 定理 ， 
可 以 判断 所 考察 的 子 图 中 是 否 存在 欧 拉 圈 . 着 存 在 ,设法 找 测 它 ， 
即 为 所 求 . 遗憾 的 旦 ,通常 是 不 存在 的 . 


` 子 问题 的 重新 用 述 


车 考察 的 子 图 中 不 存在 欧 拉 圈 , 则 在 清扫 中 势必 存在 这 样 的 


向 道 , 它 已 经 清扫 过 ,而 清扫 言 必须 再 次 通过 它 . 经 调查 , 当 清 扫 车 
道 过 一 条 不 需要 清扫 的 本 道 时 ,可 以 握 起 扫把 ,以 两 倍 于 清扫 时 的 
速度 弟 过 它 ‘ 这 段 时 间 称 为 提升 时 间 ). 由 于 可 以 在 顶点 (街角 ?处 
决定 下 一 步 清 打 电 一 条 街道 ,分 析 这 些 顶 点 ,可 以 看 出 ,在 那些 内 、 
外 次 不 等 的 顶点 处 ,清扫 工人 在 相应 的 街角 处 ,-~ 定 会 吉 到 提升 扫 
把 驶 向 另 一 街角 重新 开始 清扫 的 情况 . 由 于 要 清扫 的 衡 道 是 预先 
指定 好 的 ,因而 问题 的 实质 就 是 要 找 出 一 个 园 ,使 浪费 掉 的 句 升 时 
间 总 和 为 最 少 . 

如 何 米 构造 一 个 能 钴 盖 图 中 所 有 边 的 最 小 圈 喀 ? 需要 仔细 研 
究 百 些 内 ,外 次 不 等 的 价 点 . 

记 d(z) 为 顶点 xz 的 外 深 与 内 次 之 着 , 称 diz) 为 次 , 妈 dx》 
一 并 点 的 外 次 一 工 点 的 内 次 .车 C(x) 二 0， 则 称 zx 为 负 顶 点 ,车 
dy0, 则 称 z 为 正 顶点 . 对 负 顶 点 ,存在 闭 过 剩 的 进入 边 ; 对 正 
项 点 ,存在 着 过 剩 的 发 出 边 ,这 镜 边 的 条 数 均 为 14tx)|. 

为 了 村 做 出 一 个 覆盖 图 ,必须 添加 一 些 新 的 边 ( 翅 可 以 是 重复 
边 ) .使得 肖 加 后 的 亲 图 中 每 一 顶点 z 均 满足 dtz) ==0. 需要 特别 
说 明 的 是 ,由 于 深 加 边 是 不 必 清 扫 的 ,它们 可 以 不 在 此 子 图 中 , 只 
要 在 城市 所 有 衔 道 对 应 的 大 图 中 存在 妈 可 . 当然 希望 添加 的 边 的 
总 长 最 小 . 这 样 , 作 下 述 定义 ， 

定义 ” 设 避 是 一 个 每 边 剖 附 有 一 个 长 度 的 有 向 图 ,五 是 包含 


他 的 (大 ) 图 .其 边 也 附 有 长 度 . 若 4 是 五 中 的 边 的 子 集 日 满足 ， 

(1} 和 将 及 添 入 G 中 作成 新 图 G' ,对 G' 的 每 一 顶点 xz， 有 d(x) 
一 们 . 

(2) 在 满足 小 的 集合 中 4 具有 最 小 的 总 长 度 , 则 称 有 4 为 G 闫 
于 瑟 的 最 小 沭 加 集 . 

根据 前 面 的 分 析 , 有 下 面 定 理 成 立 . 

定理 已 关于 五 的 最 小 添加 集 必 有 可 分 成 册 己 的 针 硕 点 到 正 
顶点 的 通路 .车 qtr) 二 一 4( 或 十 8), 则 用 条 这 样 的 通路 由 zz 处 
发 出 (或 进入 ). 

下 面 的 例子 说 明 如 何 应 用 上 述 定 理 . 

在 图 3-11 中 ,顶点 旁 插 号 内 的 数字 为 该 顶点 的 次 , 虚线 边 所 
组 成 的 集合 为 4, 其 中 有 些 边 取 自 整个 城南 的 街区 图 互 . 显然 4 
中 的 边 可 以 分 成 由 负 项 点 到 下 项 点 的 租 路 ， 


wrt—1) wot 1) 


AN ES 


~ w+2) 
图 3-11 负 . 正 顶点 的 配对 
五 . 求 取 最 小 添加 集 


现在 ,问题 妇 笠 为 正 负 项 点 间 的 配对 , 即 根据 互 的 边 找 出 各 
负 正 顶点 问 的 最 短路 . 求 图 中 任意 两 顶点 间 的 最 短路 共有 专门 的 
有 效 算 法 (例如 动态 规划 解法 ) 不 在 这 里 讨论 . 现在 假定 已 求 出 了 
任意 一 对 负 正 项 点 各 的 最 短 距 离 , 以 品 记 负 顶 点 六 到 正 顶点 2 
的 最 短 惠 高; 这 就 构成 一 个 矩阵 D= (di), 在 DD 的 最 右边 添加 一 - 
列 ， 元 素 为 多 = 一 az)1, 趣 应 发 生 的 边 数 . 再 在 五 的 最 下 面 添 
加 一 行 , 元 率 为 C= 二 d (zj), 即 ri 应 收 到 的 边 数 ,构成 一 个 新 矩阵 
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D'. 
例如 , 设 图 G 有 三 个 负 顶 点 zz， x2， zs 和 三 个 正 顶点 yy 
3 并 设 吕 mn) 一 一 ?dft 一 gz 一 一 1， 


dy 一 dy) 二 119 (Ys) 一 2. 候 加 已 求 出 每 对 人 负 正 顶点 辣 的 最 短 
距离 , 则 得 到 算 阵 台 和 DD'; 


Yl DY Ys 

Tl3 6 7 
D=2:|8 2 1 
Xls 4 1 


Yl Sr Ys 


1] 1 2 
求 最 小 添加 集 4, 是 企图 在 负 顶 点 到 正 顶 点 间 添加 一 些 路 ,使 
得 对 每 一 顶点 zx, 有 d(z)=0, 且 4 具有 最 小 的 总 长 度 . 因此 可 以 
把 它 认为 是 一 个 “运输 问题 ", 即 将 负 顶 点 认为 是 有 货 发 出 的 “ 城 
市 ”, 正 顶点 是 收 货 的 “城市 ”, 深 加 一 些 路 ,就 是 确定 运输 方案 ,将 
货运 到 收 货 的 城市 . 对 于 负 顶 点 , 占 = |d(z.) 1 可 认为 是 “供应 量 ”， 
对 于 正 顶 点 ,ci 一 d(x) 可 以 认为 是 “需求 量 ”, 这 里 考虑 产销 平衡 的 
问题 , 即 总 供应 量 等 于 总 涡 求 量 . 这 一 问题 的 数学 模型 可 表示 为 ， 
min4 的 总 长 度 一 祖 ) DPJdux 


这 jz 一 5 二 ld(z): zi 的 发 出 边 数 
> 一 Ci 一 Ci) xz 的 收 到 边 数 


x 这 0 且 为 整数 Zz 到 过; 的 边 数 
因此 DD' 可 表示 为 
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| -3 Ys 供应 量 
po | 


|| 
区 3 | 1 
需求 量 - 1 

右 下 角 的 4 若是 总 供应 量 又 是 总 需求 量 . 

运输 问题 是 线性 规划 的 一 个 特例 . 求解 上 述 运 输 问 题 ,可 利用 
康 脱 洛 维 奇 的 表 上 作业 法 .其 基本 步骤 为 

第 一 步 : 找 出 初始 基 可 行 解 . 

第 二 步 :判别 是 否 达 到 最 优 解 . 如 果 已 是 最 优 解 , 旭 停止 ,否则 
转 第 三 步 . 

第 三 步 : 确 定 换 和 变量 和 换 出 变量 , 找 出 新 的 基 可 行 解 . 在 表 
土 用 闭 回路 法 调整 . 

第 四 步 :重复 第 二 和 第 三 步 ,直至 得 到 最 优 解 为 止 . 

在 求 取 初始 基 可 行 解 时 ,常用 的 方法 之 一 是 最 小 元 素 法 . 这 方 
法 的 基本 思想 是 就 近 供 应 , 即 从 距离 表 中 最 短 忠 离开 始 确定 供销 
关系 ,然后 次 小 ,一 直到 给 出 初始 基 可 行 解 为 止 , 最 小 元 素 法 是 一 
种 俩 禁 算法 . 

在 土 述 例子 中 ,计算 过 程 如 下 ， 

第 一 步 ,在 DD' 中 找到 最 短 上 距离 为 1( 相 应 为 d;,) ,这 表示 先 在 
之 3 到 Ya 间 添 一 路 径 . 因为 c; 祈 所 $Y3 除 满足 上 述 产 销 关 系 外 ,还 有 
需求 .而 妨 二 1 已 得 到 满足 , 划 去 xs 所 在 行 , 改 = 为 1; 改 总 需求 量 
为 3, 仍 称 和 矩阵 为 D', 在 表 E 中 ea 的 位 置 写 上 1, 如 图 所 示 ， 

2 J 3s5 ”供应 量 


| 3 6 
二 | 2 
4 

1 


ku rm 电 -3 


5 一 -4 OD-— | 

需求 量 L1 1 入 型 

第 二 步 ,在 D' 中 找到 最 短 趾 离 2 相应 为 dzz) ,这 表示 应 在 >; 
81 


和 ys 之 回 污 加 一 路 径 . 因为 一斑 ,表示 产销 平衡 , 划 去 ds 所 在 行 
和 到 ,并 在 中 ew 处 写 上 1. 改 总 需求 量 为 2, 如 图 所 示 


y 池 点 供应 量 1 
x [3 6B 7 入 艺 : | 
Dp’'= ; 他 二 一 
zt | 一 4 -一 二 Ts ] 
则 
需求 量 LL 1 1 3 zy 1 


第 三 步 ,在 DP 中 ,显然 应 选 au 和 dn:; 则 产销 平 知 ,在 E 中 £11 
和 和 eis 处 填 上 1. | 


S31 YY 
Tl 1 
E= ,| 1 
x, 1 


则 互 所 示 即 为 初始 基 可 行 解 ,经 检验 这 是 最 优 解 . 所 以 运输 何 题 
的 解 为 rz -yz 一 YX 一 yzvdzi 3a 这些 最 短路 径 各 取 一 次 
就 得 到 最 小 添加 和 集 4. 
这 一 运输 问题 在 例题 中 的 对 应 关系 为 
TL Us Ta Us PL UY UY 
因此 ,车 在 图 中 用 虚线 表示 深 加 介 路 线 , 则 如 图 3-12 所 示 . 
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of 十 1 wr 2) 
图 312 避 的 艇 小 添加 集 


六 .实际 运行 中 的 若干 问题 


在 求 出 由 G 扩充 成 的 最 小 层 盖 园 C 后 ,还 需 为 铺 打 工人 指出 
BZ 


一 条 较 好 的 实际 运行 路 线 . 不 疝 的 运行 方式 在 工作 时 的 方便 程度 
可 以 相差 很 大 . 清扫 车 有 时 要 扫 街 道 左边 ,有 时 要 扫 右 边 ;有 时 要 
提升 扫把 ,快速 通过 不 清 打 的 街道 .在 拐角 处 ,有 时 要 左 转 弯 , 有 时 
要 右 转 弯 , 甚 至 山形 转 守 ,事先 规划 好 是 十 分 有 益 的 . 纽约 市 是 这 
样 处 理 这 一 问题 的 ,他 们 首先 引入 一 个 权 因 子 , 太 反映 街角 处 可 能 
遇 到 的 各 种 情 总 撮 麻烦 程度 ,综合 清扫 工人 的 意见 定 出 权 因 子 的 
值 ,如 表 3-9 所 示 : 
表 3-9 街角 处 决策 的 权 因 子 


进而 对 每 一 街角 V; 找 出 一 个 进出 边 之 间 的 一 对 措 配 ,使 得 权 
因子 总 和 最 小 ( 即 操作 最 方便 ) ,这 种 搭配 关系 唯一 地 确定 了 实际 
运行 路 线 . 

这 样 ,对 于 每 一 进 ( 出 ) 边 多 于 一 条 的 顶点 办 ,得 到 一 个 权 因子 
组 成 的 矩阵 ww 一 tw), 其 行 对 应 进 边 ,其 列 对 应 出 边 , 简 zw; 则 为 
由 i 边 进入 ,由 j 边 离开 对 司机 需 采 取 的 措施 及 对 应 的 权 国 于 . 例 
如 ,对 图 3-13 表示 的 帮 角 羽 可 以 得 出 : 


J 


图 313 三 及 路 口 ww 示意 图 


[和 
py 


3 
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其 中 ,ei 表示 U 形 转弯 , 权 因 子 为 8iez 为 小 转弯 , 权 因 子 为 15e1s 为 
大 转弯 , 权 因 子 为 4, 依 此 类 推 . 

在 此 研究 的 措 配 ,实质 上 是 简单 的 指 尖 问题 . 指派 问题 的 一 般 
提 法 是 ; 某 单 位 需 完成 a 项 任务 ,恰好 有 个 人 可 承担 这 些 任 务 ， 
四 于 每 个 人 的 专长 不 同 ,各 人 完成 任务 不 同 ,效率 也 不 同 , 间 应 指 
派 娜 个 人 去 完成 哪 项 任务 ,使 完成 » 项 任务 的 总 效率 最 高 . 其 数学 
模型 的 一 般 表达 式 为 


minZ 一 >) jewry 
了 2 一 1， j 一 1,2,… wn(j 任务 只 能 由 1 人 完成 ) 


六 xu 一 1， tl nt 任务 只 能 由 1 大 完成 》 


25 一 1 或 0 

其 中 ,0 一 表示 指派 第 人 完成 第 / 项 任务 ;否则 Xi = 0. 

指派 问题 是 9 一 1 规划 的 特例 ,也 是 运输 问题 的 特例 ,用 匈 牙 
利 算法 容易 求解 . 在 这 里 ,最 佳 措 配 是 显然 的 , 即 mesyes 一 eayes 
一 ge; 在 此 搭配 下 , 权 因 子 总 和 达到 极 小 值 了 . 当然 这 是 比较 简单 
的 情况 . 

至 此 解决 了 子 癌 题 . 最 后 来 分 析 一 个 实例 ,其 中 要 考虑 子 问 题 
的 连接 . 

图 3-14 所 示 是 一 个 街区 图 ,其 中 稍 线 为 单行 线 , 边 上 的 数字 
是 清扫 该 街道 所 需要 的 时 间 { 提 升 扫把 时 ,时 间 碱 半 ). 图 3-15 中 
的 能 线 表示 上 午 8 : 00 一 9 : 00 禁止 停车 的 街道 ,现在 要 求 充分 利 
用 这 一 小 时 不 停车 时 间 清 扫 完 图 3-15 中 的 街道 . 试 给 出 一 个 较 好 
的 方案 . 

第 一 步 , 找 出 图 3-15 中 的 负 顶 点 和 正 顶 点 ,并 对 这 些 顶 点 求 
出 dr}, 标 在 图 中 , 负 顶 点 为 3,7,12,14,16,18, 正 顶点 为 1,4,5， 
13,151,17, 每 一 顶点 的 “供应 量 " 或 “需求 量 ” 艾 为 1. 

第 二 步 , 求 出 每 对 负 、 正 顶点 间 的 距离 ,为 方便 起 见 , 以 清 打 时 
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中 


Pe 


间 表 示 之 (纽约 市 是 采用 引入 谷 标 的 方法 ,利用 计算 机 计算 的 ). 根 


据 给 出 的 两 个 图 , 求 得 反映 负 正 顶点 间距 离 的 矩阵 
1 4 5 13 
3[2 8 16 25 
7 12 20 22 
12;20 26 24 7 
14L32 28 36 81 


= 


这 里 没有 包括 负 顶 点 16.18 和 正 顶 点 15、17. 因为 十 分 明显 ， 


16 应 与 15 配对 ,18 应 与 17 配对 . 


人 
4 4 4 0 本 
人 一 一 


本 


3 5 4 4 二 


图 3-14 街区 图 
Or 六 On 98: 
So 9 6 
A P oY 
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图 3-15 需 清 扫 的 街道 


求解 与 吕 相应 的 运输 问题 . 由 于 次 数 都 是 1, 问 题 已 退化 为 指 


深 问 题 . 得 到 如 下 配对 :3-4,7- 一 1,12.5，14->13. 添 入 相应 的 最 
短路 ,得 到 扩充 图 GG, 见 图 3-16, 增 深 路 总 长 为 63 分 钟 ,折合 成 清 


扫 时 间 为 31 半分 钟 (在 增添 路 上 是 将 扫把 握 升 起 来 快速 通过 的 ， - 
时 间 减 半 ). 用 空 第 线 表 示 添 加 路 径 . 


—|®©— 
4 |4 4 
I @ © 
bs 后 4 | 1 
井 一 5 区 
图 3-16 扩充 图 如 


这 里 由 于 进出 边 配对 问题 较为 简单 ,不 必 再 对 顶点 求解 指派 
问题 - 

图 3-16 中 包含 三 个 圈 , 它们 过 每 条 边 ( 包 括 添 加 边 ) 正 好 一 
次 . 记 左 边 大 图 为 G, ,右边 上 下 两 轿 分 别 为 C: 和 G. 

第 三 步 , 找 出 三 个 图 的 最 短 连 线 . G, 和 G, 最 接近 的 两 个 顶点 
为 4 和 15, 距 离 为 35 分钟;:G, 各; 最 接近 的 项 点 是 11 和 17, 距 
离 为 25 分 钟 ;G+ 和 Gy 最 接近 的 顶点 是 16 和 17 ,距离 也 为 25 分 
钟 . 用 最 近 顶 点 问 的 最 短路 将 三 个 小 回 连 接 成 一 个 大 园 , 见 图 3- 
17. 即 G1 一 Gs 一 Gs. 走 完整 图 需要 137 疼 分 钟 ,其 中 56 分 钟 是 清 
扫 时 间 , 添 加 路 径 长 63 分 钟 , 子 图 连 接 路 径 长 100 分 钟 , 歼 提升 时 
间 为 81 壮 分 钟 

第 四 步 ,现在 作 实际 运行 分 配 , 由 于 全 程 需 137 序 分 钟 ,因此 


一 台 蘑 扫 车 不 可 能 在 一 小 时 内 完成 ,也 不 可 能 简单 地 分 成 两 段 60 
86 


分 钟 的 子路 ,使 用 两 台 清 扫 车 同时 作业 .当然 有 很 多 方式 可 将 全 程 
分 成 三 段 , 同 时 使 用 三 台 清 扫 车 作业 ,但 这 样 做 并 不 是 最 和 经济 的 . 
注意 到 从 16 一 1?7 一 11 辱 一 段 总 长 达 50 分 钟 的 提升 时 间 , 考 
虑 是 否 可 以 利用 这 一 点 ; 即 设法 将 这 有 眉 安排 在 分 段 的 开头 或 结尾 ， 
以 便 在 8: 00 以 前 或 9: 00 以 后 通过 它 . 设 想 将 图 分 成 两 眉 , 以 便 
节省 一 全 车 .然而 像 图 3-17 这 样 的 圈 ,这 种 方法 行 不 通 . 


图 3-17 二 个 小 图 连 成 的 大 图 
现在 改 用 18 一 14 连接 G, 和 Gs (图 3-18). 新 添 路 程 为 30 X2 
分 钟 ,表面 上 上 看, 路程 太 于 用 ll-=17 连接 1 和 G: ,然而 得 到 的 新 
辕 可 以 分 成 两 段 .如 图 3-19 所 示 . 


5 3 0 ® | 
6 6 @| 
er GJ 


图 3-18 闪 改 后 的 子 图 连接 
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图 3-19 丁 台 车 的 清扫 方案 
TI:l-r5"8—l2+9>6>2-l-*5 7 3341l1-*]14 
Ti:15—15—r*17 i814—*13—"10—7 
Tl 需要 清扫 时 间 57 分 钟 ( 其 中 ,41 分 钟 请 扫 ,32 分 咒 昌 天 四 

间 ). T, 需要 清扫 时 间 46 记分 钟 (其 中 15 分 钟 清扫 ,31 地 > 分 钟 提 


升 时 间 . 车 将 1 一 5 安排 在 第 一 次 通过 时 清扫 , 即 TT 从 5 开始 ， 则 
工 , 占用 的 禁止 停车 时 间 义 可 缩短 2 分 钟 . 当然 清扫 车 应 于 8 : 00 
以 前 赶 到 5 处 开始 清扫 . 

现在 经 过 反复 筹划 ,只 和 需 派 出 两 辆 清扫 车 即 可 在 8: 00 一 9 : 
00 内 打扫 完 指定 街道 . 利用 这 个 模型 ,估计 清扫 费用 可 节省 10%. 
而 事实 上 ,在 哥伦比亚 地 区 采用 后 ,实际 节省 了 20%% 以 上 的 费用 ， 
经 济 效益 十 分 可 观 . 


习 题 


1. 在 基因 遗传 过 程 中 ,考虑 3 种 基因 类 型 : 优 种 Ptac) , 混 种 晶 (qr} 和 
劣 种 Rtfrr). 对 于 任意 的 个 体 , 每 次 用 一 湿 种 与 之 交配 ,所 得 后 代 仍 几 混 种 交 
配 ,如 此 继续 下 去 ,构造 马 氏 链 模型 ,说 明 是 正则 链 , 求 稳 态 报 率 及 由 优 种 和 
混 种 出 发 的 首次 返回 平均 转移 次 数 . 如 果 改 为 每 侈 用 优 种 交配 ,再 构 造 马 氏 
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链 模 型 ,说明 是 吸收 链 , 求 由 混 种 和 劣 种 出 发 变 为 优 种 的 平均 转移 次 数 . 

2. 贮 物 仓库 每 周 或 每 月 清 合 一 次 ,检查 库存 量 .假定 货物 入 库 报 是 确定 
的 ,向 出 库 最 是 随机 的 ,其 概率 分 布 由 需求 情况 决定 ,仓库 的 容量 是 有 限 的 . 
试 建立 一 个 模型 分 析 库 存量 的 变化 规律 ,特别 是 经 过 多 长 时 间 会 出 现 库 满 或 
者 库 空 的 情况 . ”i 

3. 考 埋 水 库 管 理 , 设 入 库 流量 是 随机 的 ,概率 分 布 已 知 ,出 库 流量 是 确 
定 的 ,以 库容 量 为 状态 ,构造 马 氏 链 宰 型 . 如 果 人 库 济 量 来 自 上 游 河流 .而 河 
流 的 流量 又 与 季节 有 关 , 问 上面 的 模型 应 作 哪 些 改变 ? 

4 一 个 服务 网 络 由 去 对 工作 站 v.52,1… ww 依次 囊 接 而 成 , 当 某 种 服务 
请 求 到 达 工 作 站 w 时 ,vw 能 够 处 理 的 概率 为 户 , 转 往 下 一 站 zy 处 理 的 概率 
为 市 让 一 12， 尖 一 1 设 必 一 0), 指 绝 处 理 的 概率 为 ,满足 如 十 9 十 天 一 1 
构造 马 氏 链 模 型 ,确定 到 达 vi 的 请 求 平均 经 过 多 少 工作 时 才能 获得 接受 处 
理 或 拒绝 处 理 的 结果 ,被 接受 和 拒绝 的 概率 各 多大 . 

5. 在 社会 系统 中 常常 按照 人 们 前 职务 或 地 位 划分 出 许多 等 级 ,如 大 学 
救 师 分 为 教授 .讲师 和 助教 ,工厂 技术 人 员 分 为 高 级 工程 师 . 工 程 师 和 技术 员 
等 等 .不 局 等 级 人 员 的 比例 形成 一 个 等 级 结构 ,合适 的 ,稳定 的 等 级 结构 有 利 
于 教学 .科研 ,生产 等 各 方面 工作 的 顺利 进行 . 试 建立 一 个 模型 来 描述 等 级 绍 
构 的 变化 状况 .根据 已 知 条 件 和 当前 的 结构 预报 未 来 的 结构 ,并 讨论 为 了 达 
到 某 个 理想 的 等 级 结构 而 应 采取 的 策 暗 . 

6. 请 你 帮 一 位 高 中 毕业 生 选 报 离 考 志愿 . 选 报时 通常 要 考 嵌 到 学 校 名 
瞧 、 教 学 .文体 及 环境 条 件 ,同时 又 要 结合 让 人 兴趣 及 考试 成 绩 . 在 每 一 因素 
内 还 含有 子 因素 ,例如 教学 国 案 中 要 考 左 到 教师 水 平 .学 生 水 平 .深造 条 任 
等 . 考生 首 填 写 四 个 志 奈 A.B.C.D, 你 如 何 用 层次 分 析 法 帮 他 填 志 愿 . 

7. 用 层次 分 析 法 选择 理想 交通 工具 . 不 同人 外 出 的 目的 不 同 ,经 济 条 件 
不 同 ,体质 .心理 .经 历 ,兴趣 玫 不 同 , 考 虚 到 安全 ,舒适 .快速 .经 济 .游览 等 因 
素 , 选 择 何 种 交通 工具 (包括 飞 视 、 火 车 .汽车 ). 

8. 学 校 评选 优秀 学 生 或 优秀 班级 ,试验 出 若干 准则 ,构造 层次 结构 模 
型 ,可 分 为 相对 评价 和 绝对 评价 两 种 情况 讨论 

9. 在 Leslie 模型 的 基础 上 ,建立 种 群 的 稳定 收获 模型 , 即 周期 地 捕 提 ， 
使 得 每 次 产量 都 相间 , 且 在 每 次 收获 后 笠 下 的 总 条 年龄 分 布 不 变 (收获 起 增 
长 部 分 》, 讨 论 获得 稳定 收获 的 重要 人 条件. 

10. 讨论 稳定 收获 的 特例 @@ 只 捕获 种 群 中 最 年 幼 的 :四 随机 捕捉 . 
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11. 在 白 情 点 药 ,首先 要 求 包 售 我 们 需要 的 党 养 成 分 , 设 药 单 及 包含 的 
营养 成 分 如 下 表 ( 用 1 和 分别 表示 包含 和 不 包含 这 种 成 分 ). 你 如 何 点 菜 
呢 ， 如 果 给 这 些 菜 标 上 价钱 ,你 想 在 保证 营养 茶 件 下 最 省 线 ,又 如 何 点 菜 ? 
衷 3-10 革 单 及 其 营 枉 成 分 ” 


养 成 分 

革 音 蛋白 质 糖 维生素 矿物 质 
华 肉 蛋 1 
此 猎 肝 

捉 拉 
红烧 排骨 
咖 嘿 牛 册 0 | 


清汤 全 鸡 | 1 0 


1 


号 怠 


[mn 


一 
[= 
一- 


0 
0 
0 


12. 车 干支 球 了 参加 循环 比赛 ,他 从 两 两 相互 交锋 . 假设 每 场 比赛 只 计 
胜 负 , 且 不 多 许 平局 ,在 循环 赛 结束 后 怎样 根据 他 们 的 比赛 成 绩 排 列 名 次 ? 

13. 一 家 公司 生产 车 干 种 化 学 制品 ,其 中 茶 些 制品 是 互 不 相 容 的 ,如 果 
存放 在 一 起 ,加 可 能 发 生化 学 反应 ,引起 危险 . 因此 公司 必须 把 金库 分 戌 相 卫 
隔离 的 若干 小 区 ,以 便 把 不 相 容 的 制品 分 开 存 放 . 隔 至 少 要 划分 多 少 小 区 ,在 
放 才 能 保证 安全 ， 

14. 对 例 3-1 中 前 安全 访 河 问题 编写 计算 机 程序 求解 . 


90 


第 四 章 ”逻辑 方法 


逻辑 方法 是 数学 理论 研究 的 重要 方法 .这 一 方法 也 可 应 用 于 
数学 建 模 , 即 把 对 象 的 基本 属性 抽象 成 定义 .公理 ,然后 运用 逻辑 
推理 方法 ,或 者 得 到 满足 这 些 公 理 的 结 困 ;从 而 提供 解决 间 题 的 正 
面 答 案 ,或 者 证 明 不 存在 原来 意义 下 的 解 ,而 反 过 来 审查 对 象 的 属 
性 ,以 及 所 作 的 抽 蒙 定义 和 公理 ,从 而 得 到 对 问题 及 其 解决 途径 的 
重新 认识 . 逻辑 方法 适合 于 社会 学 和 经 济 学 等 顿 域 的 问题 ,在 决 
策 、 对 策 等 学 科 中 得 到 广泛 的 应 用 . 


§4.1 实物 交换 问题 


为 了 能 用 数学 方法 对 经 济 问题 进行 分 析 ,必须 对 经 济 社会 作 
出 一 些 假 设 . 基本 假设 之 一 是 经 济 社会 的 所 有 成 员 的 行为 准则 都 
旦 为 了 ”使 自己 得 到 的 效益 尽 可 能 大 . 由 于 大 们 对 风险 上 其 有 不 同 的 
态度 ,对 事物 也 其 有 不 向 的 倾向 或 偏好 ,这 些 都 对 决策 产生 重大 影 
响 . 因此 必须 研究 人 人们 的 偏好 关系 . 假设 : 

假设 1( 唯 一 性 ， 若 革 人 对 于 对 象 集合 中 任何 两 个 财 货 向 量 
T= TT 7 和 P= Cy yes" Ya) 根据 他 本 大 的 倾向 作 
出 下 列 三 个 判断 之 一 ; (1) 认 为 + 比 y 好 , 记 为 zx; (2) 认 为 y 比 
r 好 , 记 为 Wt;(3) 认 为 + 和 和 yy 无 着 异 , 记 为 rEy, 则 称 该 人 在 对 

象 集合 上 有 一 个 偏好 关系 . 

假设 2( 单 调 性 )Y xz,y, 着 x 之 y, 则 x 人 SBy (多 多 宜 善 原则 ). 

假设 3( 传 递 性 〉 偏好 关系 满足 下 列 三 公理 ， 

ry yerxEYy 
ry 且 人 二 rz 
Fe A yer=rCY. 


91 


假设 4( 平 衔 性 ) 若 Y=( 人 (rrzfy 一 (vi 刚 对 于 zi 全 

yy: 必 存在 这 样 的 Yr Ts ;使 
{x1 72) EX yy 

这 意味 善 , 阁 消费 者 减少 了 第 一 种 财 贷 , 则 可 增加 第 二 种 财 货 来 丈 
补 其 损失 ， 

假设 5¢ 同 性 假设 ) 车 = (zzrz) 7 一 (yy 则 2 爱 车 
减 小 时 ,x: 的 增加 应 越 来 武大 . 这 反 了 映 了 消费 者 的 心理 状态 , 当 zz， 
越 小 于 ,要 对 x; 的 补偿 越 高 , 且 增 长 很 快 . 

考虑 Y x, 满足 六 的 y 的 集合 ,在 R: 中 形成 一 条 曲线 ,在 经 
济 上 称 为 过 的 无 差异 盟 线 . 

由 假设 4. 无 差异 曲线 为 单调 降 . 由 碟 设 5 无 差异 册 线 为 二 
凸 , 如 图 4-1 所 示 ， 


EA B 


elt 


从 4-] 区 #2 和 掖 国武 国 发 
利用 无 差 算 曲线 ,可 以 研究 市 场 上 的 贸易 所 题 . 
例 4-1 交换 问题 ， 


考 虚 仅 由 两 个 人 cA 和 B3?3 和 两 种 产品 (例如 香烟 和 和 锚 头 ) 组 成 
的 经 济 系统 . 如 果 六 有 3 人 意 香 烟 .,B 有 3 斤 蚀 头 ,A 和 BB 把 他 们 持 
有 的 产品 进行 交换 , 钱 改 善 他 们 现 有 的 消费 效用 . : 

由 于 该 系统 是 封闭 移 ,经 过 交 换 后 总 其 并 不 改变 ,因此 A,B 
各 人 的 产品 持 有 量 ( 即 一 种 分 配 状态 z. ;zz) 都 可 用 图 4-2 所 未 矩 
形 中 某 一 点 表示 这 一 短 形 在 经 济 中 称 为 Edge worth 盒 . 变换 前 的 
产 世 配置 状态 是 etA) 一 001377 ,el(B)= 二 (3,0)'. 显然 和 有 无 数 条 
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无 差别 曲线 布 满 整 个 矩形 , 且 越 往 右 上 方 的 曲线 ,满意 径 度 越 高 . 
对 吾 也 有 类 似 的 无 差 措 曲线 . 为 了 得 到 双方 满意 的 交换 方案 ,将 
双方 的 无 差异 曲线 族 遂 在 一 起 ,如 图 4-2 所 示 . 这 两 族 曲 线 的 切 点 
连 成 .条 曲线 CP, 图 中 用 虚线 表示 . 可 以 肯定 ,双方 满意 的 交换 
方案 都 在 册 线 CDP 上 。 称 之 为 交换 路 径 . 实际 上 ,假设 交换 在 曲线 
之 外 的 某 一 点 户 进 行 , 及 设 交 换 路 经 CD 上 的 已 点 与 已 点 在 4 
的 同一 条 无 着 异 曲 线 上 , 则 对 4 来 说 ,在 PP 点 和 了 P' 点 进行 交换 ， 
满意 程度 是 一 样 的 ,但 对 BB 来 说 ,PP 点 的 满意 度 高 于 PP' 点 ,所 志 奖 
换 不 可 能 在 P' 点 进行 . 即 CD 上 的 任 一 点 都 具有 这 样 的 性 质 ; 在 
和 矩 形 中 青 也 找 不 到 其 他 的 志 , 使 AA.B 两 入 中 至 少 有 一 人 获得 更 多 
的 消费 效用 ,而 另 一 人 的 消费 效用 并 不 减少 . 这 样 的 点 在 经 济 学 中 
称 为 Pareto 最 优点 , 我 们 称 曲线 CD 为 这 个 经 济 系 统 的 Pareto 最 
优 集 或 合同 曲线 ,也 称 为 第 一 类 最 优 配置 集合 . 

通过 etA4) 的 4 的 无 差异 曲线 和 通过 c( 吾 ?的 吾 的 无 差异 曲线 
围 成 一 个 区 域 . 显然 在 此 区 域内 任何 一 点 的 请 费 效 用 无 论 对 4 或 
召 而 言 部 比 e(4) 或 =) 好 .因此 只 要 这 两 条 曲线 围 成 的 区 域 非 
空 ,将 原来 的 分 配 状态 换 成 区 域 中 任 一 点 ,对 A,B 双方 都 有 好 处 . 
注意 到 ,合同 曲线 CD 上 的 姨 段 才 是 值得 考虑 的 最 优 配置 , 称 之 
为 这 个 经 济 系统 的 核 ,也 称 为 第 二 类 最 优 配置 集合 , 它 与 初始 状态 
有 关 ， 

以 上 是 经 济 中 交换 问题 的 图 解法 , 它 提供 了 一 个 定性 模型 . 

假设 在 经 济 系统 中 存在 一 个 昼 格 ;A 和 B 都 接受 这 个 价格 ， 
并 在 此 价格 下 进行 交 搁 , 在 只 有 两 种 商品 的 经 济 系统 中 ,实际 上 只 
要 一 个 价格 就 够 了 , 即 只 要 知道 锡 头 和 香烟 的 交换 比 即 可 . 记 P= 
《 忆 ,,P.)” 为 两 种 商品 的 价格 ,把 一 盒 香 烟 取 作 基 本 价格 单位 , 即 
PP 二 1. 设 P= 二 3; 妈 1 斤 包头 的 价格 等 于 3 盒 香 烟 的 价格 . 

在 上 述 交 换 问 题 中 ,A 开始 有 3 盒 单 烟 , 旭 eC(A)= 0,3)", 因 
此 他 的 货币 收入 为 
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0 
PY: ea)=03,D)| 一 3. 
.3 
若 用 x 一 (x,,z:)" 表示 商品 向 量 , 则 有 收入 的 约束 
xs3 或 3r 十 zs3 
.如 图 4-3 中 的 阴影 三 角形 . 设 他 的 无 差异 曲线 和 直线 P'x 一 3 
相 切 于 点 g( 寺 ,2), 则 他 应 选择 使 他 能 获得 最 大 收入 的 商品 组 合 
(或 称 需 求 )g. 


EE 


人 


图 4-3 A 的 最 优 交 换 方 案 图 4-4 的 最 优 交换 方案 
类 似 地 ,B 的 开始 收入 为 
3 
Pp”: (B= =9 


其 收入 约束 为 Prx<S9， 即 3zi 十 zs 丢 9. 设 其 无 差异 曲线 和 收 
入 约 永 线 相 切 于 gC1,6), 如 图 4-4 所 示 . 
这 样 ,对 于 价格 P= (3,1) ,A 在 他 的 收入 约束 下 最 理想 的 需 


求 是 二 斤 馒 头 和 2 盒 香 烟 , 而 卫 的 理想 消费 是 1 斤 错 头 和 6 盒 香 


烟 , 总 需求 为 1 于 斤 镜头 和 8 盒 香烟 . 这 时 市 场 上 将 会 有 1 忆 开 人 

头 过 剩 ,而 出 现 5 金 的 短缺. 若 要 求 供需 平衡 , 则 必须 修改 价格 . 直 

观 上 看 来 ,问题 在 于 香烟 价格 太 低 . 有 人 会 则 ,是否 存在 这 样 一 个 

价格 卫 , 使 得 在 此 价格 下 每 个 人 都 在 各 自 的 收入 约束 下 达到 最 优 ， 
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而 且 总 需求 等 于 总 供给 ? 称 这 种 意义 下 的 最 优 分 配 为 竞争 配置 . 
可 以 证 明 在 一 定 条 件 下 竞争 配置 的 存在 性 ,而 且 交 换 问 题 中 
三 种 最 优 配置 的 关系 为 
况 争 配置 C 己 核 CPareto 最 优点 集 
而 竞争 配置 集合 可 以 用 核 的 极限 来 下 近 ， 
求解 交换 问题 至 此 尚 有 两 个 间 题 没有 解决 . 一 个 是 如 何 求 取 
元 差异 曲线 , 另 一 个 是 站.B 的 最 优 配 置 g 和 如何 求 . 
分 析 无 差异 曲线 , 它 实质 上 反映 了 实物 交换 问题 中 ,决策 者 对 
次 换 方 案 的 偏好 . 对 此 经 济 簿 理学 家 引进 了 效用 概念 作为 指标 , 度 
量 人 们 对 某 些 可 物 的 主观 价值 .态度 .偏爱 和 侦 向 等 等 . 在 风险 决 
策 中 ,用 效用 这 指标 来 量化 次 策 者 对 待 风 险 的 态度 ,可 以 给 每 个 决 
策 者 测定 他 对 待 风险 的 态度 的 效用 曲线 . 效用 值 是 一 个 相对 指标 
值 , 一 般 可 规定 : 凡 对 决策 者 最 爱好 .最 倾向 .最 愿意 的 事物 (事件 ) 
的 效用 值 赋 于 1 ,而 最 不 爱好 的 嵌 于 0. 也 可 以 用 其 他 数值 范围 .但 
效用 指标 光量 网 ,通过 它 可 以 将 某 些 难 于 量化 而 有 质 的 差别 的 事 
物 给 于 量化 . 
在 第 一 个 问题 中 ,由 于 无 差异 基线 实质 上 是 效用 函数 的 等 值 
线 嫌 (1) 一 c 而 效用 函数 育 用 心理 测试 的 提问 法 (直接 提问 和 对 
比 提问 等 } 著 取 , 也 可 以 用 下 列 函数 拟 合 
UR)=a Tar — ec) 
UR) = ta le] 
UX)=c tall2—e"s ‘2 —e"r co 
URY=e tall—ers 2]+a (x-—cs) 
UX)=ate * asde (xz—ad 
UX)=e talog (cx cs) 
一 旦 确定 了 效用 函数 后 ,g& 和 9 的 求解 归结 为 非 线性 规划 ; 
max Us,(x) 
s.t. Pz Pr Pe(A) 


工 1 ,Ta 220 
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和 -IaX tpix) 
3. t+, PL 二 PereP ep) 


ee 


8 4.2 费用 分 反问 题 


费用 分 挫 (Cost Allocation} 问 题 是 综合 性 建设 项 目的 经 济 分 
析 中 经 常 遇 到 的 一 类 问题 . 费用 分 掉 间 题 的 最 先 浊 出 和 研究 出 自 
于 1935 年 美国 对 田纳西 河流 域 的 综合 开发 建设 项 目 . 当时 的 建设 
费用 需要 用 在 防洪 ,移民 ,灌溉 .国防 和 和 能源 开发 等 五 个 方面 ,如 何 
在 各 个 参加 开发 的 部 门 之 问 分 摊 投 资费 用 ,成 为 一 个 难题 ,分摊 得 
合理 与 否 关 系 到 各 部 门 是 否 愿 意 参 加 合作 以 及 参加 后 是 否 具有 积 
极 性 . 内 此, 数 十 年 米 . 分 挫 和 疝 题 一 直 是 很 多 工程 技术 人 员 和 经 济 
分 析 人 员 致 力 研究 的 问题 , 它 在 经 济 种 社会 的 其 他 领域 也 有 广泛 


一 ,传统 的 分 摊 方 法 


1. 一 次 性 分 摊 

这 种 方法 的 基本 内 容 是 根据 基 个 数量 指标 《如 设施 的 使 用 基 、 
效益 等 ?将 总 费用 按 比 例 一 次 性 分 摊 . 这 样 做 .虽然 计算 简单 ,但 在 
很 多 场合 下 并 不 合理 . 例如 兴建 水 库 , 如 果 按 所 需 库 容 太 小 分 挫 投 
资 ,; 则 防洪 部 门 的 分 摊 偏 多 ,其 他 部 门 的 分 摊 可 能 偏 少 , 牙 盾 很 大 . 

2. 一 次 分 捧 1 

设 有 个 部 门 共 同 参 加 一 个 建设 项 目 , 记 7 了 二 {1,2,*… ,为 
全 体 部 门 的 集合 . 记 总 的 投资 费用 为 C(I). 对 任意 子 集 S 志 I， 
CS3)? 表 示 团 炙 3 单独 承接 该 项 目的 费用 .将 总 费用 CI) 分 成 两 
个 部 分 ;可 分 费用 和 剩余 费用 . 在 目前 广泛 采用 的 可 分 费用 剩余 效 
壮 法 (SCRB) 中 ,可 分 费用 定义 为 

m= CHM i=1.2 ,mn 
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其 中 :是 部 门 * 的 可 分 费用 , 它 是 第 ;部门 加 入 到 项 目 中 后 总 费 
用 的 增加 额 . 星 然 ,xi 是 部 门 i 至 少 应 闪 担 的 费用 . 一 般 说 来 ,各 
部 门 对 自己 的 可 分 费用 额 不 会 持 较 大 的 异议 . 
将 可 分 费用 分 捧 后 ,剩余 费用 为 
瑟 (T) 一 CT) 一 Pym 


t=1 
于 是 移 个 部 门 的 分 兵 额 x 为 
Fe 2 


其 中 .ww 为 剩余 费用 分 排比 例 , 满足 wj; 实 0， w=1. 根据 对 vw 
的 不 辣 取 值 可 得 到 不 同 的 二 次 性 分 捧 方 法 . 在 SCRB 方法 中 , 取 


ww, = nt 人 一 三 1 


> Cmin {c(i) 0029) mt) 


其 中 心 @) 和 86 分别 为 部 门 ; 参加 合作 后 的 获 利 与 单干 时 的 获 
利 . 

以 上 两 种 传统 分 摊 方 法 计算 简单 ,要 求 信息 量 不 大 ,但 合理 性 
较 差 . 


二 、 对 策 模型 


将 合作 对 策 的 思想 应 了 守 用 分 捧 亲 二， 起 和 始 于 1973 年 前 
后 ,目前 已 形成 了 一 类 特殊 的 多 
1. Shapiey 合作 对 策 模 型 
在 人 台 作 对 策 中 ,合作 的 目的 是 为 了 获得 利益 ,因此 ,在 实际 问 
题 中 ,常常 将 团体 中 各 种 组 全 的 合作 获 利 定义 为 合作 对 策 的 特征 
函数 .一般 , 记 nm 人 集合 为 7 一 11,2,)} ;如果 对 于 了 的 任 一 子 
集 .5T, 都 对 应 一 个 实际 函数 w(S) ,满足 
vtp)—=0 
vlS Us) vs) + us) (SS: = 
则 称 zr 为 定 多 在 了 上 的 特征 函数 . 上 上述 定义 中 的 第 二 式 表 示人 台 作 
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规模 扩大 时 , 获 利 不 含 减少 . 

作为 参加 者 ,集合 中 每 个 成 员 关 心 的 是 自己 在 合作 中 应 得 
的 收入 gcv) (iET) 要 合理 . Shapley1953 年 研究 了 合作 对 策 中 分 
配 的 合理 性 . 

设 vo 是 定义 在 1 二 {1,2,…,n} 上 的 特征 函数 ,9(v) 二 (gCv)， 


"(wv)) 是 王 作 对 策 . 
公理 长 对 称 性 ) 设 x# 是 J= 仁 ,2,…;n} 的 一 个 排列 ,对 于 了 
的 和 渤 一 子 集 S= it sie) ms— ant), ,Ais )} :车 再 定义 一 


个 特征 函数 ,zw tS) 二 v(x9), 则 对 于 每 一 个 iET, 有 
Rw) = Co) 


公理 2( 有 效 性 ) 之 g(z) 一 z(7) 

公理 3 (无 功 不 受 禄 ) ”如 果 对 于 所 有 包含 i 的 于 集 SS， 都 有 
v5\{7)) =v 5) ,NN 

公理 4( 多 劳 多 得 ) Rv)=0 

车 vw 也 是 定义 在 了 上 的 特征 函数 , 和 w==v 十 2v'， 则 p(w) 二 
go) ev), 

Shepleg 首先 证 明 满足 公理 1 一 4 的 gv) 是 唯一 的 , 然后 构造 
Jo 为 : 

RD > wlSD Ev) —v SN i=1,2, nn, 


其 中 ，5, 是 了 中 包含 ;的 所 有 子 集 ，151 是 集合 8 中 的 人 数 ， 
cjs1》 是 加 权 因子 ， 由 


ws =dS|—D! m1SD! 


确定 . 式 中 [oCS) 一 oS\{ 站 )] 表 示 i 对 合作 5 的 贡献 , 人 2f 表示 对 
所 有 包含 i 的 集合 求 和 . plv) 称 为 由 定义 的 合作 的 Shapley 值 ， 
显然 威 员 :的 收入 是 它 对 各 种 形式 的 合作 的 贡献 的 加 权 平 均值. 
由 此 ,i 在 合作 中 的 费用 分 排 M 为 单干 时 的 投资 与 合作 后 的 
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获 利 之 差 , 即 
MC — gq) i123 
2. 极 小 我 用 缺口 法 (CGA 法 ) 
为 改进 SCRB 方法 , 尽 可 能 合理 地 确定 剩余 费用 的 分 摊 比 例 
系数 xwisi 二 1,2,…,n. 记 费 用 缺口 ( 邹 剩 余 费 用 ) 为 及 57), 即 


gD=C0)— Pm 


同样 可 以 定义 任何 团伙 5 的 费用 缺口 
gS)=C0S)— 人 mi 3S<<T， 


考虑 到 1 中 所 有 可 能 的 团伙 3 对 分 排 方案 的 态度 , 取 


w=—ming C9), f=] 2 
iE3 
令 权 系数 为 
Wi= ,i=1,2 
De 
从 而 各 部 门 分 挫 额 为 
Mi~—mtwg ti), i=l],2°** yn 
3. 非 合作 对 策 模型 


在 非 合 作对 策 中 ,每 个 部 门 都 希望 自己 得 到 的 利益 最 大, 因此 

在 考 开 费用 分 捧 时 ,需要 通过 各 部 门 相 互 协商 或 谈判 来 解决 . 在 谈 
判 过 程 中 , 若 各 部 门 能 遵守 一 定 的 “合理 性 ? 贝 设 ,那么 Nash 谈判 
模型 的 解 即 为 满足 这 些 “ 合 理性 " 根 设 的 解 . 具体 地 说 ,假设 wi 为 
部 门 i 的 效用 应 数 , 谈 判 的 起 点 为 4= C4,d;,…,d,); 亦 称 为 现状 
点 ,表示 谈判 破裂 时 的 冲突 点 ,在 费用 分 浴 问 题 中 ,对 应 着 各 部 门 
所 愿意 (或 能 够 ) 承 担 的 分 配 出 例 的 上 界 . 当 wi 和 di 给 定 后 ,Nash 
谈判 模型 的 解 ,如 为 下 面 非 线性 规划 问题 的 最 优 解 ， 

maxN Cu — di) 

s.t. ue 

99 


对 策 论 模型 更 多 地 从 相互 竞争 的 角度 去 考虑 问题 ,在 公平 合 
理性 方面 比 传统 方法 要 好 得 多 ,因此 特别 适合 于 竞争 条 件 下 的 各 
部 门 合作 投资 的 场合 . 不 足 之 处 在 于 信息 量 要求 较 多 ,计算 较 复 
杂 , 也 缺乏 协商 . 


三 .团体 决策 方法 


在 许 名 决策 问题 中 ,从 与 决策 的 单位 (决策 者 有 时 不 止 一 个 ， 
这 些 单位 经 常 是 通过 他 们 的 代表 组 成 各 种 委员 会 或 其 他 形式 的 决 
策 机 和 构 , 使 每 一 项 决策 能 尽量 满足 群体 中 各 单位 的 要 求 和 愿望 .如 
何 集 中 团体 中 各 成 员 的 意见 构成 整个 团体 的 意见 ,就 是 落体 决策 
要 研究 的 问题 . . 

首先 要 做 的 工作 就 是 钙 究 团体 决策 的 过 程 及 实质 ,用 数学 语 
言 给 出 一 个 定义 ,然后 以 一 组 公理 来 描述 其 合理 性 ,进而 寻找 “ 合 
理 ” 的 解答 . . 

考察 评选 优秀 运动 员 .选举 代表 和 评定 啤酒 质量 等 活动 的 决 
策 过 程 ,这 些 过 程 的 共同 点 是 ,参加 评选 的 每 个 人 ( 称 为 选民 ) 对 评 
选 对 象 ( 称 为 候选 人 ?有 一 个 排序 ,而 团体 决策 就 是 要 根据 每 个 选 
民 的 排序 ,根据 一 种 选举 规则 ,确定 选举 结果 , 将 团体 决策 的 选举 
规则 定义 如 下 : | 

用 7==(1,2,.",n) 表 示 选 民 集 合 , 用 4= (x ,yx，"…) 表 示 民 
选 人 集合 ,选举 要 求 每 个 选民 :GE 了 对 全 体 候 选 人 4 作 一 排序 , 记 
为 Pi. 所 谓 选 举 规 则 是 很 据 每 个 PG=1,2,…,n) 确 定 群 体 对 及 
的 排 麻 , 记 作 了 ,这 种 由 (Pi,Pi,…,P.) 到 了 的 对 应 关系 在 团体 决 
策 中 称 为 团体 一 致 函 数 . 

显然 对 于 任何 一 个 排序 P; 和 了 ,必须 具备 以 下 两 个 性 质 ( 也 
称 为 公理 )， 

1 唯一 性 .Y xz,yE 有 A, 下 面 三 种 关系 必 有 且 仅 有 一 种 成 立 ;z 
六 ylz 优 于 y),z~y(zx 等 同 yx 之 y(tz 污 于 wy). 用 举 记 优 于 或 
等 同 , 志 记 劣 于 或 等 同 . 
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2 入 递 性 ,vtw 所 及 着 这 yy yz 出 z 守 2. 

Arrow 认为 要 从 理论 下 讨论 选举 规 浊 的 合理 性 ,必须 对 团 坟 - 
一 致 函数 的 性 质 如 上 若干 限制 ， 1 

1 4 中 元 素 的 个 数 等 于 或 天 于 3 个， 

2* 厂 体 一 致 函数 对 (Pi ,PP.) 中 所 有 投票 都 有 意 六， 

3 选民 至 少 有 2 个 ， | 

Arrow 提出 “合理 "的 选举 规则 应 满足 四 条 公理 ， 

公理 15 洗 民 权利 公理 ? 对 任 一 对 候选 人 z 和 >, 都 存在 一 次 
投票 ,根据 选举 程序 能 确定 站 

公理 25 社 会 评价 和 个 人 评价 之 问 正 相关 ) 若 对 于 第 一 次 投 
票 ,选举 程序 确定 *>y ,而 在 第 二 次 每 个 选民 1) 的 投票 已 中, 
的 次 序 或 者 与 第 一 次 相同 ,或 者 提前 ,其 但 候选 人 的 次 序 不 变 , 那 
么 对 于 第 二 次 投票 ,选举 程序 也 应 确定 xz 六 >y. 

公理 35 不 相关 方案 的 独立 性 ) 设 4 是 4 的 子 集 , 若 在 两 次 
投票 中 ,每 个 选民 对 4, 中 各 候选 人 的 排序 不 变 ,那么 在 选举 程序 
所 人 确定 的 两 次 选举 结果 中 ,A, 中 各 候选 人 的 排序 相同 . 

公理 4( 非 独裁 ) 不 存在 这 样 的 选民 {i ,使 得 对 任 两 个 候选 人 
z 利 省 ,只 要 (zz 选举 程序 就 有 站 

然而 Arrow 证 明 , 符 合 这 种 “合理 性 ”的 选举 规则 是 不 存在 
的 . 

在 实用 中 ,人 人 们 常常 引进 效用 了 炒 数 的 概念 ,将 决策 中 的 个 人 偏 
好 量化 ,研究 男 体 效用 国 数 下 一 ze ao 为 团体 中 成 员 : 
的 效用 请 数 ,i 一 1,2,…,n) 具 有 何 种 可 能 的 形式 ,以 及 具有 这 种 形 
式 的 条 件 , 从 而 能 够 在 一 定 条 件 下 构 阁 一 些 具 体 的 团体 效用 函数 . 

在 分 捧 问 题 中 ,一 般 情况 下 ,各 部 门 在 研究 分 捧 比 例 时 ,通常 
者 是 从 本 部 门 利益 出 发 ,希望 分 梭 方 案 尽量 对 自己 有 利 . 具 昼 说 ， 
在 二 次 性 分 捧 法 的 计算 公式 中 、 
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Mi=m+w LC) — Dm 一 2 #7 
. i=1 . 


其 中 ,MM 和 zm 为 部 门 了 的 分 摊 厦 和 可 分 费用 额 ,C(CD 为 总 费用 . 
剩余 费用 分 捧 比 例 系 数 ww; 撤 要 使 部 门 i 感到 合理 ,可 以 接受 , 叉 
要 能 使 整个 群体 感到 满意 ,从 而 充分 发 挥 各 部 门 的 积极 性 ,产生 联 
合 应 具有 的 经 济 或 社会 效 盖 . 
设 ui 为 部 门 i 的 效用 函数 , 且 设 mw; 只 和 该 部 门 的 剩余 费用 分 
摊 比 例 系 数 ww, 有 关 , 即 
一》 2 
则 团体 效用 函数 为 
uu i oa CT ) ), 
由 此 可 以 得 到 费用 分 摊 同 题 中 ,决定 剩余 费用 分 扒 比 例 系 数 rw,i 
一 1,2,"… on 的 团体 决策 模型 (CAGD): 
Maxau tu Cr ) seo CUg ) 3 oH CT ) ) 


s.t, OE 1 一 1 ,2 


CC 一 之 /mi 
1 一 1 


Dw -1 
约束 条 件 是 由 分 摊 额 M; 不 应 超过 单独 投资 这 一 假设 而 得 ， 
即 由 
M=m + WC — Dm 
i=1 


i 2 
- tft 二] 29 "1 


WR 
有 CD — Pjm 


根据 效用 理论 和 团体 决策 理论 ,可 以 认为 4 为 一 向 量 值 贾 数 ， 
即 “一 aaa ,a) ,也 可 假设 效用 函数 w 具有 可 加 性 , 即 xmw) 


一 之 xu(w), 其 中 >0, 之 4 一 1 显然 权 系 数 A yA 的 选 
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取 与 问题 的 解 关系 密切 . 因此 首先 要 确定 一 组 实际 上 表示 各 部 门 
意见 相对 重要 程度 的 权 系 数 ,i 二 1,2,… ,ns 才能 使 求 得 的 解 比 
较 好 地 集中 各 部 门 的 意见 ,让 团体 和 各 部 门 都 感到 满意 . 

这 里 研究 利用 委托 过 程 确定 各 部 门 意见 相对 重要 程度 的 权 系 
数 . 


假设 团体 效用 函数 to) 一 之 /auto), 且 部 门 i 的 效用 函数 

u 已 知 ,并 假设 各 部 门 对 确定 剩余 费用 分 捧 比 例 系数 都 负 有 责任 ， 

“而 县 可 以 提出 自己 的 看 法 , 则 所 采用 的 分 捧 方 法 体现 出 公平 和 调 

和 , 赋 集 中 了 各 方 的 意见 ,又 有 利于 消除 分 歧 , 构造 的 委托 过 程 包 
含 下 述 三 条 公理 : 

公理 1( 委 托 ) 团体 中 每 一 个 部 门 有 一 委托 小 组 ,这 个 小 组 

由 其 余 mn 一 1 个 痢 门 组 成 ,部门 对 其 委托 小 级 内 的 每 一 个 部 门 } 


指定 一 个 权 Ps, OEP jl 2 ns Ps=1, Pu=0,i=l, 
权 系 数 Pi 可 以 理解 状 部 门 : 认为 部 门 /在 费用 分 摊 中 应 承担 
的 责任 的 多 少 , 也 可 以 理解 为 部 门 j 在 研究 部 门 i 的 测 余 费用 分 
摊 比 例 时 发 表意 见 的 客观 性 和 公平 性 . Pi; 二 0,1 二 1,2,，…,n, 表 明 
部 门 i 在 研究 自己 的 分 摊 比 例 时 ,应 采用 回避 政策 . 


公理 2( 决 策 ) 每 个 委托 小 组 都 有 一 个 形 如 w'iCrw) = 之 Ps 
x (mw) 的 效用 函数 . 

公理 3( 代 替 ) 用 部 门 i 的 委托 小 组 的 效用 函数 去 代替 部 门 ; 
符 政 用 函数 wi ,i 二 1, 2,*… ,nn. 

委托 灶 程 的 实施 有 两 种 类 型 

第 一 种 类 型 ”Pareto 委托 过 程 

设 部 门 的 效用 函数 为 忆 ,i 一 1,2,…,n. 在 前 面 三 公理 下 ,第 
一 步 委 托 过 程 将 得 到 部 门 ; 的 新 效用 函数 为 
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ut -DP fl 


一 般 地 ， 根据 向 量 信 效 用 画 数 4 一 Ca 得 出 的 结 
果 并 不 一 定 令 人 满意 ， 于 是 可 进行 第 二 步 委 托 ,得 到 


Pa 2 


JJ 


上 述 委 托 过 矢 可 用 第 阵 表 示 . 令 玉 二 Ci 表示 在 
第 & 步 委托 过 程 得 到 的 向 量 值 效用 函数 , 令 了 P= (Pi) ' 则 有 有 
uP = Pu l= = Pw" 
可 以 证 明 ， 着 存 在 菜 个 1 ,使 矩阵 王 的 第 行书 = (Pn .Pi, 
… Pa) 之 0, 则 对 向 量 值 优化 问题 ， 
mAaxu tt) =atu (tes ta Co) 
5. tw 六 EE 二 2 
的 解 集 和 ,有 CC 和 :一 1,2,…, 这 里 X, 是 关于 向 量 值 效用 函 
数 a 的 Pareto 解 集 . 由 矩阵 叫 的 秩 冬 =--1 可知 每 一 步 委托 得 到 
的 Pareto 解 集 将 逐渐 缩小 . 当 X; 缩减 到 仅 剩 一 个 点 或 较 少 的 点 ， 
从 而 可 以 选择 出 最 满意 方案 时 ,委托 过 程 终 止 . 
第 二 种 类 型 ”Marcov 委托 过 程 
将 矩阵 了 和 看 作 是 具有 个 状态 的 Marcov 过 程 的 一 步 转移 概 
率 和 矩阵 ,根据 Marcov 过 程 的 理论 ,在 一 定 条 件 下 可 证 明 这 是 马 民 
链 中 的 正则 链 , 因 此 一 最 来 讲 存 在 极限 分 布 (或 稳定 概率 分 布 向 
量 ) ,2 一 (使 im 下 一 人 ,此 时 有 


limut=u, 7 一 124 
上 生 一 cx 


其 中 ,wu 即 为 形 如 4= Se 
Gao,"…s 入 ) 即 为 上 述 极限 什 和 7, 它 可 以 由 求解 如 下 非 负 线性 方 
程 组 得 到 

= DAP, i=112,e sn 
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= 
这 样 就 可 得 到 一 个 反映 和 综合 了 各 部 门 意见 的 效用 晤 数 & ,根据 
值 的 太 小 可 以 对 所 有 方案 进行 排序 . 
下 面 是 一 个 数值 物 子 
例 42 三 部 门 费用 分 神 . 
考虑 一 个 夺 志 个 部 门 的 费用 分 推 问题 ,已 知 各 种 可 能 的 合作 
条 件 下 的 投资 费用 如 下 (单位 : 百 万 元 ): 
C1)=80,C(2)=C(3)=70, 
Cl 23==85,C01,3) 一 90,CC2,3) 一 105， 
CC1,2,.3) 一 110. 
由 可 分 费用 的 计算 公式 
Mi=Ct)—CON\), 1=1,2," on 
知 mdm = 20 =25, 
所 以 剩余 费用 分 摊 问 题 的 团体 决策 模型 为 
nax wi (rwW1) ,uves) ,Ha (rea) ) 
5s. t. 0 1 ,0Kw 0. 83 
0 E075 4 十 ms 十 z 一 1 


在 第 一 个 约束 的 计算 中 ,由 Wi 一个 一生 
CD)— 之 /mn 


知 ;tw 所 


80 一 5 75 | 
T1006 二 20257 一 606 一 25: 又 0Sw 人 1; 故 取 w 的 上 界 为 


r 和 (一 一 到 1 
and 
CD- Dm) 
在 委托 过 程 中 ， 设 委托 邱 陈 为 
ro 04 0.6 
0.4 0.6 0 
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在 Pareto 委托 过 程 中 ,效用 症 数 到 为 
Wi 一 工 一 tt:2，3 
在 Marcov 堆 托 过 程 中 ,效用 函数 取 为 
入 Ye 一直 一 BE Viyi=1,2,3 
在 确定 系数 ,5.c< 时 ,人 很 定 每 个 部 门 均 属 回避 风险 型 的 , 即 取 
WO0) =1 ,wu(1)=—=0u(0.5)=0.75;, 可 得 a=1. 125,5 二 0.125,c—= 
一 2.197, 从 而 
aifro =1. 125 一 0. 125e7197w% i=]1,2,3, 
在 利用 Nash 谈判 模型 求解 时 ,w 仍 取 上 述 形式 ,现状 点 是 根 
据 各 部 门 所 承担 的 剩余 费用 分 捧 比 例 系数 w; 的 主 界 给 出 的 , 即 
di=d.(1)=1.125—0. 125er17x1 一 0 
di=d2(0, 83) 一 1.125 一 小 125e7 7*° 3—0. 3508 
d;=d3(0. 75)=1,125—0. 125e4 tx425 一 0. 4756 
1* 利用 SCRB( 二 次 性 分 摊 ) 和 CGA( 最 小 费用 缺口 法 ?计算 
过 程 简单 , 略 去 ， 
2* 利用 Nash 谈判 模型 ,用 非 线 福 规划 方法 解 得 ww 一 0.472， 
zw 二 0. 305 ,zw 二 0.222, 故 三 个 部 门 的 分 摊 费 用 为 


Mi=#nt+w (CD — Dymi) 一 5 十 0472(110 一 50) 一 33. 32 
E 


38.3， M;=38. 32， 
3° 种 用 Shapleg 方法 的 计算 过 程 如 表 4-1, 表 4-2, 表 4-3 所 
示 , 其 中 ， 
ulP)=0 vl})=v({2}))=v({3})=0，, 
vo SC0) HO C02 ==80+70—85=65, 
bf,3)=C) 二 CC3) 一 CC1,3) 一 80 一 70 一 90 一 60， 
oft2,3) 7 一 Ct2 十 C(3) 一 C(2,3) 一 70 一 70 一 105 一 35， 
utf1,2,3 中 一 CI 十 CC 十 CC 一 CC1,2,3) 
一 80 十 70 十 70 一 110 一 110. 
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Ha 5 {ly {1,2} {11,3) {1.2.,3) 
vs) 0 65 60 110 
vtS\{1)) | 0 0o 0 35 
IS| 1 2 2 3 
‘Ws 于 言 于 二. 
WIIS Desy—vu(S\{1})] 0 1.083 10 25 
~ Pv)=10.83+10+25=45. 83 
分 担 费 用 Mi 二 C(O) 一 mm (wv)=80 一 45. 83 一 34. 17 
剩余 费用 的 分 挫 比 例 系 数 
Wm ne de 一 0. 486 
CD— Dm, 
下 4-2 
狼 5 {2} {lr2) {2,3) {1,2,3} 
v5) 0 65 35 110 
- veS\{2)} 0 0 0 60 
vtS)—vtS\{2)) 0 65 35 50 
15} ] 1 2 2 3 
WelS|) 言 言 二 二 
WIlSDLv Cs) —v CS\2})] 0 10.83 §.83 16.67 
~ (v=10. 83 十 5. 83 二 16. 67 一 33. 3 
分 担 费 用 Mi 二 C2) 一 py(v) 一 70 一 33. 3 一 36.7 
镜 银 费用 的 分 推 比例 系数 
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Mi—m 36.7—20_ 


3 1l0-50 


本 := 
CD) — Dm 


0.278 


村 4-3 


六 5 13 {133} {2,3) {1,2,3} 


ul) 


vtS\1317 


SI uN\i3}) 


ISl 


WelsS!y 


WLS) vs — wutsS\{3})] 


。 站 (aa? 一 10 十 5. 83 十 15 一 30.83 


分 担 费 用 一 CC3) 一 由 人) 一 70 一 30.83 一 39.17 
剩余 费用 的 分 反比 例 系 数 
Mi — ms 39.17—25 
Wo 0 0 238, 
CD — Dm, 
4° Marcov 委托 过 程 “ 
根据 线性 代数 方程 组 


轴 一 虽 34 十 0. 4 ， 
[eo 4 多 1 二 0. 6 加 ， 
为 一 站 81 十 0. 7 轴 ， 
用 十 名 十 加 二 1， 
解 得 二 0. 262 , 轴 一 0. 342 0 一 0 396. 
所 以 团体 效用 隧 数 为 
u=0. 262(1. 125—0. 125e7 lo) 十 人 342(1.125 
一 0. 125e2 bw 十 0 39601,125—0. 125es 83) 
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求解 非 线性 规划 问题 


max u(tW) 
s.t. Wi 二 WW,=1 
得 Wi 0.438 ,WW =0. 315 Wi—=0. 248 


三 个 部 门 的 分 挫 费 用 分 别 为 
3 
Mi=na+W {CD — Dm)}=5+0.438(110—50)= 31.28 
z < 
Mi=p WC Dm)=20+0.315(110—50)=38.9 
上 
Ma=mtW, (C(O— Dm)—=25+0. 248(110 一 50) 一 39. 88 
- T 呈 上 
将 王 述 不 同方 法 得 到 的 费用 分 摊 结 果 列 于 表 4-4. 
可 4-4 
剩余 费用 
分 摊 额 


方法 分 排比 例 系数 总 额 
Wi WwW ad M M, 


SCRBE 局 446 0. 254 0.262[31. 47 37.65 40.85 110 
CGA D. 387 0O. 323 0.29 2a. 23 39. 35 47. 42 110 


Shapley 值 |10.486 0. 278 0.236|34.16 36.67 39. 17| 119 

Nash 谈判 法 |0.472 D- 305 0.222|33. 32 38.3 38.32| 110 
~ TT T 一 

Pare 后 委托 |0.413 0. 315 0.272|29.78 38.9 41.32| 110 

Marcov 委托 10.438 0, 315 0.248|31.28 39,.9 39.88| 110 


可 分 状 用 “| 5 20 25 
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从 表 中 可 以 看 出 ,传统 方法 .对 策 方 法 和 团体 决策 方法 的 结果 
在 趋势 上 是 一 致 的 ,而 各 种 方法 也 体现 出 不 同 的 特点 . 
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习 题 


1. 围 搁 有 一 尽 私 房 , 若 该 羽 由 旱 自己 合用 ,每年 可 获 利 1000 元 ,车 转让 
给 乙 使 用 ,每 年 可 获 利 2000 元 ,车 转让 给 再 使 用 ,每 年 可 获 利 2500 元 ,着 三 
人 共同 使 用 , 则 可 获 利 3000 元 ,显然 以 三 入 站 同 使 用 获 利 最 多 . 试 计 算 一 下 
三 人 应 如 何 分 配 所 得 的 3000 元 ， 

2. 会 说 有 100 个 席位 ,分 别 为 三 个 党 派 所 得 . 它们 分 别 拥 有 34,33,33 
个 席位 ,设法 律 规定 提案 需 过 半数 才 算 通 这 , 现 有 一 提案 全 票 通过 , 试 计算 一 
下 各 党 派 在 这 次 提案 通过 中 所 起 的 作用 ， 

3. 理事 会 有 五 个 常任 理事 和 十 个 非常 任 娃 事 , 提 案 避 当 全 部 常任 理事 
和 至少 四 个 非常 任 理 事先 成 时 才 通 过 , 求 每 位 常 性 理 究 和 每 位 非常 任 理 事 在 
投票 中 的 权重 . 

4. 奇数 个 席位 的 理事 会 由 三 深 组 成 ,议案 如 决 实行 半数 通过 方案 ,证 明 
在 任 一 江都 不 能 操纵 表决 的 条 件 下 ,三 激 占 有 的 席位 不 论 徐 少 , 他 们 在 玫 决 
中 的 权重 是 一 样 的 . 

5.100 大 的 辕 栖 由 四 涯 组 成 ,人 数 分 别 为 49、30、29、10 人 .决议 需 过 半 
数 上 成员 赞成 方 可 通过 ,每 个 派别 域 员 同时 投 赞成 或 反对 票 , 用 Shapley 值 方 
法 计算 各 猜 在 表 凑 中 的 权重 ， 
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第 五 章 ” 常 微分 方程 


在 实际 问题 中 ,常常 需要 知道 两 个 变量 之 则 的 关系 ,或 一 个 变 
量 随 另 一 个 变量 变化 的 规律 , 常 微 分 方程 是 利用 机 理 分 析 方 法 研 
究 这 一 问题 的 重要 工具 . 其 主要 特点 是 利用 微 元 分 析 法 ,建立 解 时 
变化 率 的 表达 式 , 然 后 根据 所 给 条 件 ,确定 解 曲线 . 因此 ,对 “变化 
它 * 的 假设 与 推导 ,是 建立 常 微分 方程 模型 的 关键 . 


$5. 1 常 微分 方程 模型 的 建 模 步 又 


我 们 以 一 个 例子 来 说 明 常 微分 方程 模型 建立 的 基本 步骤 . 

例 5-1 某 伙 的 食量 是 10467 焦 /7 天 ,其 中 5038 焦 / 天 ,用 于 基 
本 的 新 陈 代谢 ( 奴 自 动 消耗 ). 在 健身 训练 中 ,他 所 消耗 的 热量 大 约 
是 69 焦 / 公 斤 。 天 滋 以 他 的 体重 (公斤 ). 假设 以 脂肪 形式 贮藏 的 
热量 100% 地 有 效 , 而 1 公斤 脂肪 含 热量 41868 焦 . 试 研究 此 人 的 
体重 随时 间 变 化 的 规律 . 

分 析 ” 题 中 并 未 出 现 “ 变 化 率 "…“ 导 数 "这 样 的 关键 词 , 但 要 寻 
找 的 是 体重 ( 记 为 WW) 关于 时 间 z 的 函数 .如 果 把 体重 炙 看 作 是 时 
间 :的 连续 可 微 函数 ,我 们 就 能 找到 一 个 含有 5 的 微分 方程 

问题 中 涉及 的 时 间 人 奴 仅 是 “每 天 ”, 由 此 ,对 于 “每 天 ”. 

体重 的 变化 = 输入 一 输出 
其 中 输入 是 指 扣除 了 基本 新 陈 代谢 之 后 的 净重 量 咀 收 ;输出 是 进 
行 健 身 训练 时 的 消耗 (WPE)， 
由 于 考虑 的 是 导数 ,因此 ,上 述 陈述 可 以 表示 为 更 好 的 结构 式 
体重 的 变化 /天 二 净 吸 收 晤 /天 一 WPE/ 天 
净 吸 收 量 /天 二 10467( 仿 /天 ) 一 5038( 焦 /天 》 
1il 


二 5429( 焦 /天 ) 
净 输 出 量 / 天 一 69( 焦 /公斤 ， 天 3)X 王 (公斤 ) 
二 69W'( 焦 /天 ) 
学 


体 重 的 变化 /天 一 全 (公斤 /天 ) : = -了 


这 就 是 所 需要 的 关于 连续 函数 汪 避 的 要 内 关 朱 注意 到 有 些 
量 是 用 能 量 ( 焦 的 形式 给 出 的 ,而 另外 一 些 量 是 用 量 量 的 形式 ( 公 
斤 ) 给 出 ,考虑 单位 的 丐 配 ,利用 


_ 净 焦 /天 
会 斤 /天 一 和 868 焦 / 公 斤 


因此 有 


dW _ (2500— 1200) ~ 16W 
dr 10000 


这 个 式 子 可 用 物理 单位 ( 量 纲 ?检查 如 下 ; 
人 SE-= 焦 / 天 一 ( 焦 / 公 斤 . 天 ) - 公斤 
能/ 公斤 
上 微分 方程 是 阶 线性 的 ,答案 中 有 一 个 积分 常数 ,因此 有 
一 个 定 解 条 件 , 例如 ,一 天 开始 时 他 的 体重 为 
Who—Wo 
至 此 ,已 建 六 起 问题 的 常 微分 方程 模型 , 为 了 艇 模型 所 说 明 的 
问题 ,用 分 离 变 量 法 求解 
dW dr 
1300— 16W 10000 
一 ln11300 一 16W1 一 


利用 所 给 初始 条 件 
-_ _ 
< 一 一 让 imp11300 一 16W-| 


去 
一 十 
10000 < 


从 而 得 到 
11300—16W |=|1300—16W, lexp(—16:/10000) 


因为 指数 二 闻 为 正 ; 所 以 (1300 一 16W) 与 <1300 一 16W'4) 同 
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号 , 放 可 将 绝对 值 符 导 去 掉 , 因 此 有 
1300—16W= (1300— 16Wo)exp( — 16£/10000) 


解 出 WV， 
Ww 1300 1300 16%W, exp(—16:/10000) 


显然 ， 当 treo 时 :体重 有 稳定 值 
1300 
16 


殉 平 和 

至 此 ,问题 已 基本 上 解决 

回顾 上 述 过 程 , 可 以 将 常 微分 方程 模型 的 建立 步骤 整理 如 下 ， 

1 翻译 或 转化 . 在 实际 问题 中 ,有 许 允 表示 导数 的 常用 词 , 如 
“速率 "增长 "( 在 生物 学 以 及 人 口 问题 研究 中 ),“ 衰 变 *( 在 放射 
性 问题 中 ,以 及 “边际 的 ”在 经 济 学 中 等 . 

2 建立 瞬时 表达 式 , 根据 自 变量 有 微小 改变 At 时 , 因 变 量 的 
增 量 AW ,建立 起 在 At 时 段 上 的 增 量 表达 式 , 令 Ai 一 0, 即 得 到 5 
的 表达 式 . 

3* 配备 物理 单位 . 在 建 模 中 应 注意 每 一 项 采用 同样 的 物理 举 
位 

和 确定 条 件 . 这 些 条 件 是 关于 系统 在 某 一 特定 时 刻 或 边界 上 
的 信息 ,它们 独立 于 向 分 方程 而 成 立 ,用 以 确定 有 关 的 常数 . 为 了 
完整 充分 地 给 出 问题 的 数学 陈述 ,应 将 这 些 给 定 的 条 件 和 微分 广 
程 一 起 给 出 . 

上 面 是 利用 微 元 法 建立 微分 方程 模型 的 基本 步 屋 . 建立 常生 
分 方程 模型 还 有 其 它 方法 ,下 面 是 常用 的 两 种 

1* 按 变 化 规律 直接 列 方程 , 即 利用 人 们 熟悉 的 力学 ,数学 , 物 
理 、 化 学 等 学 科 中 的 规律 ,如 牛顿 第 二 定律 ,放射 性 物质 的 放射 规 
律 等, 对 某 些 实际 问题 直接 列 出 微分 方程 

> 模拟 近似 法 . 在 生物 ,经济 等 学 科 中 ,许多 现象 所 满足 的 规 
律 间 不 很 清楚 ,而 且 现 象 也 相当 复杂 ,因而 需要 根据 实际 资料 或 大 
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量 的 实验 数据 ,提出 各 种 假设 .在 一 定 的 假设 下 ,给 出 实际 现象 所 
满足 的 规律 ,然后 利用 适当 的 数学 方法 得 出 微分 方程 . 这 一 方法 的 
.实例 可 参考 第 七 章 水 塔 流量 问题 中 水 流速 率 的 曲线 拟 合 和 常 微分 
方程 反问 题 的 参数 估计 ， 


3 5.2 肿瘤 的 生长 规律 


利用 数学 模型 研究 恶性 肿瘤 的 生长 规律 ,是 人 类 对 癌症 研究 
的 一 个 方面 , 它 有 助 于 人 类 认识 其 生长 规律 ,寻找 控制 消灭 它 的 措 
施 . 

通过 临床 观察 ,人们 发 现 肿 癌 细 胞 的 生长 有 下 列 现 和 

L 按照 观 有 手段 , 肿 痪 细胞 数目 超过 10" 时 ,临床 才 可 能 观 守 
到 ， 

2 在 肿 痪 生长 初期 ,每 经 过 一 定 的 时 间 , 肿 痪 细胞 数目 就 增 
加 一 人 

3- 在 肿瘤 生长 后 期 ,由 于 各 种 生理 条 件 的 限制 ,肿瘤 细胞 
目 运 断 趋向 基 个 稳定 值 . 


一 , 指 巩 模型 


假设 :肿瘤 细 胞 的 增长 速度 与 当时 该 绍 胞 数目 成 正比 ,比例 系 
数 ( 相 对 增长 率 ) 为 和 设 时 刻 + 肿瘤 细 胞 数目 为 #02), 旭 


解 为 
nt)—=ce* 
据 临 床 观察 1*, 可 令 nC(0) 二 10*, 得 肿瘤 细胞 生长 规律 为 
nt) =n(0)e*= 10ne* 
据 临 床 观察 2 , 设 细 胞 增加 一 倍 所 需 时 间 为 *, 则 ， 
ntt+r)=2n(t) 
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从 而 得 
r=]ln2/A 
该 可 型 来 能 上 反映 出 临床 观察 3, 在 人 口 问题 中 , 称 这 种 指数 
模型 为 马尔 隆 斯 (Malthus) 横 型 . 


二 、Verhulst 模型 


考虑 到 临床 观察 3 ,对 指数 模型 进行 妖 正 . 由 此 ,荷兰 生物 数 
学 家 Verhulst 提出 设想 ;相对 增长 率 随 细胞 数目 tz) 的 增加 而 减 
少 , 若 用 N 表示 因 生 理 限 制 肿 壮 绸 脏 数 目的 极限 值 , 产 *? 表 示 相 
对 增长 率 , 则 (x) 为 (tf) 的 减 晴 数 , 为 处 理 方 便 , 令 fln} 为 n 的 
线性 函数 

fn) =atbn. 
假设 当 nt2)=N 时 ,fn) 一 0, 当 nt 二 (0) 时 ,f(tn) 二 42, 可 得 相 
对 增长 率 为 


， N—n(t) 
fn)=A* Ne 
刚 at 满足 微分 方程 
dn 一 
了 一 inc) 六 二 了 
解 为 
a =nt0) + 1 一 2 | . 
np 
f0) =A， 
相应 微分 方程 为 
=21- (2). 


该 方程 称 为 Logistic 本 和 Verhulst-Pearl 租 浊 方程 ,广泛 应 
用 于 医学 .农业 .生态 和 商业 等 领域 . 为 此 再 介绍 另外 两 种 推导 方 
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法 . 
1° 令 是 大 小 为 4 的 肿瘤 的 潜在 增长 率 {Potential rate) , 即 
如 果 没 有 生理 限制 而 且 细 腾 之 河 互 不 影响 ;部 么 细 脓 数目 就 按 这 
个 潜在 率 增 长 ,这 里 4 是 自然 增长 的 固有 率 . 现在 假设 实际 的 增长 
率 是 这 个 潜在 率 习 上 一 个 比例 最 大 可 能 的 细胞 数目 和 N 中 还 
未 出 生 部 分 所 占 的 比例 , 即 衬 一 ?全 ,可 得 微分 方程 
dr .N—ntt) 
Ei "ntt). 
2Lotkat1925) 提 出 的 推导 如 下 : 设 相对 增长 率 ftn} 能 展开 
成 ntt) 的 徊 级 数 , 则 
dn 


te 二 cn 十 can 二 


在 肿 痛 问题 中 (或 在 生态 问题 中 ) ,显然 4 一 0 时 ,时 一 0, 于 是 c。 一 


0D. 
若 令 于 一 cum，c 一 A， 如 为 指数 模型 ， 仅 在 na 一 0 时， 里 一 0， 
而 对 所 有 其 他 的 细胞 数目 ,都 有 殷 >0. 现在 要 求 有 两 个 零点 , 即 


当 m (t) 一 N 时 ,也 应 有 挂 一 0, 满足 这 个 要 求 的 最 简单 形式 是 级 
数 终 止 于 x 项 ， 即 


Fin) 一 ent 


Re)? 的 根 为 二 一 0 和 于 一 一 全 ,由 ci 天 和 加 一 一 全 一 全, 有 < 十 
caN=0,cs 一 一 广 , 所 以 微分 方程 为 

脸 
bl ed 


利用 分 离 变量 法 求解 上 述 微分 方程 ， 
dn 
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re ep, 


lna 一 in 一 2 一 好 十 < 


而 ntoy Hn = 


ntt) 一 aoex1 十 Re 17] 
三 ,Gompertzlan 模型 


由 于 Verhulst 模 现 与 某 些 实测 数据 吻合 不 好 ,考虑 将 相对 增 
长 率 从 az) 的 线性 函数 修改 为 (4) 的 对 数 函 歼 , 即 相 对 增长 率 为 


一 An 高 


其 中 ， 负 号 表示 随 ak) 的 增加 而 减少 。 但 不 是 线性 关系 ， 而 是 与 
nt) 在 极限 值 中 所 占 比例 的 对 数 有 关 . 得 各 分 方程 


da 
i 一 bdn 褒 


其 解 为 


(3 一"(O)exp[ {In > | (1 一 e » =n [| 

为 了 将 这 三 个 模型 进行 行 比 较 , 在 二 Ina (9) 半 对 数 坐 标 中 画 出 
了 它们 的 曲线 . 从 中 可 凡 看 到 Gompertzlan 模型 的 曲线 增长 较 快 . 

半 世 纪 80 年 代 , 有 大 对 肿瘤 生长 规律 提出 了 更 一 般 的 灾 型 ，; 


1 一 | 车 1 
dz) N| 
dt 将 


sa>0, 
其 解 为 


a1 no {ee of {ee} ” 


显然 , 当 a*1 且 N-co 时 ,于 一 各 , 即 为 指数 模型 . 当 1， 
N 为 定 值 时 ,至 一 如 | 1 一 各 | , 即 为 Logistic 模型 
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对 上 述 三 种 模型 ,利用 试验 数据 作 参 数 佑 计 参 见 第 七 章 
§ 7.2, 


§ 5.3 ”传染 病 模型 


传染 病 的 流行 , 至 今 仍 威胁 着 人 类 . 然而 ,人 们 在 研究 传染 病 
的 蔓延 过 程 时 , 却 过 到 不 少 困 难 . 这 些 困 难 主要 是 ;第 一 ,对 传染 病 
的 实验 极其 昂贵 (用 动物 作 试 验 ) ,而且 从 道德 角度 不 允许 用 大 作 
试验 ;第 二 ,关于 传染 病 的 有 关 数 据 只 能 取 自 于 疾病 煤 发 后 的 有 关 

告 , 而 报告 中 的 数据 往往 不 全 面 , 并 且 要 准确 估计 有 关 参 数 是 很 

国难 的 ,通常 人 们 仅仅 能 获得 参数 的 变化 范围 ,因此 ,数学 模型 和 
计算 机 模拟 成 为 人 们 研究 传染 病 慕 延 过 程 的 重要 手段 (并 不 是 探 
讨 医 学 上 的 传染 机 理 ). 这 个 问题 和 自然 科学 中 一 些 已 经 有 确定 规 
律 的 问题 不 同 , 不 可 能 立即 对 它 做 出 恰当 的 假设 ,建立 完善 的 模 
型 ,只 能 先 做 出 最 简单 的 翁 设 ,建立 模型 ,得 出 结果 ,分 析 是 理 符 合 
实际 ,然后 针对 其 不 合理 或 不 完善 处 ,进行 修改 或 补充 假设 ,逐步 
得 到 较为 合理 的 模型 . 

模型 1 假设 病人 通过 空气 .食物 等 将 病菌 传播 给 键 康 人 . 单 
位 时 间 风 一 个 病人 能 传 集 的 人 数 是 常数 各. 设 上 时 刻 的 病人 数目 
为 it2) ;是 1 的 连续 可 微 是 数 , 则 由 假设 知 

tA) = Rt) A 

或 


di . 
dr 一 此 中 人 


设 开 始 观察 时 有 i 个 病人 , 即 ;tl 一 ta, 则 方程 满足 初始 
条 件 的 解 为 
. i£) = ive 
由 此 看 来 ,病人 数目 随 着 时 间 的 推移 将 无 根 增加 ,这 与 实际 情 
况 不 符 . 因 为 在 不 考虑 疾病 流行 斯 间 的 出 生 、 死 亡 和 迁 称 时 ,一 个 
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min 


地 区 的 总 人 数 大 致 可 认为 是 常数 ,而 如 是 变化 的 ,在 传染 病 流 行 
的 初期 ,。 较 大 , 随 着 病人 的 增多 ,健康 人 减少 ,被 传 兴 的 机 会 也 
将 减少 , 因 逐 源 变 小 . 所 以 对 原 假设 要 进行 修改 ， 

模型 3 将 人 群 分 为 两 类 ,病人 50 和 健 良 人 (0). 假设 :1 "该 
地 区 总 人 数 为 *, 且 

下 《二 8 天 

2 单位 时 间 内 ,一 个 病人 传染 的 人 数 与 当时 健康 善人 数 成 正 

比 , 比 鲁 系数 为 ( 称 为 传染 系数 }, 则 


Eks le) " 22 


或 hn); C0) = 
用 初等 积分 法 易 得 方程 的 解 为 
:=ay[I+| 关 一 1 e “| 
显然 ,i(z) 单 调 增 ,上 且 当 :>oo 时 ,iCe)->n, 即 最 终 所 有 的 人 都 
要 被 传染 . 这 与 实际 情况 不 符 . 但 在 传染 病 流行 的 前 期 这 个 模型 还 
是 可 用 的 ,传染 病 学 者 曾 用 它 来 预报 传染 病 高 潮 到 来 的 时 刻 , 即 病 
人 人 数 增 加 最 快 的 时 刻 , 记 


使 wz) = 学 达 达到 最 大 值 的 时 刻 握 即 是 传染 病 高 湖 到 来 的 时 赣 ， 由 
于 一 0, 求 得 
= [nC ~—1)]/hn 


其 中 ,传染 系数 可 由 统计 资料 求 得 ,或 根据 经 验 估计 . 
模型 3 将 人 和 群 分 为 三 奖 :病人 i(#)， 健康 人 ss)， 以 及 病 愈 免 
疫 和 死亡 者 ~ 上， 假设 
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“1? 设 总 人 数 为 m, 且 站 十 s 人 十 六 人) 一作 ， 
2 同 模 型 I 的 假设 2. 
3° 在 单位 时 间 内 ,病人 请 免疫 (包括 死亡 ?的 人 数 7 与 当时 病 
人 人 数 成 正比 , 设 比 例 系 数 为 7, 称 /为 恢复 系数 , 即 


和 . 
Tf <p) 
由 假设 2， 
全 一 4s(DiC0D 一 牢 
对 一 点 5 一 本 
3 
| 至 = 一 刀 
Wf . 
设 初始 茶 件 为 


三 | -一品 - 
让 | -0 一 5 一 闫 一 和 邯 六 -0) 
方程 组 的 解析 解难 以 求 得 ， 仅 在 相 平面 二 讨论 解 的 性 态 ， 


由 方程 组 知 
di ksi—li Hi P 
下 一 一 站 一 丰 -1 人 AS， 
其 中 ,p 一 王 称 为 特征 指数 ,对 于 同一 地 区 .同一 种 传染 病 ,p 是 党 
数 . 其 初始 条 件 为 


El ns 


方程 的 解 为 


i=poln st 


在 相 平 面 上 过 点 (so,is) 的 这 条 相 轨 线 如 图 5-1 所 示 , 因 为 i() 之 0， 


坟 图 中 实 线 部 分 有 意义 . 又 因 衬 馆 0, 故 图 中 箭头 方向 表示 :增加 
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~ el 


人 


时 .5 和 “的 变化 趋势 ， 

由 方程 知 , 当 二 p 时 , 争 二 0, 
达到 极 大 值 .从 图 上 可 见 , 当 %>>p 
时 ,i 太 7; 当 ssp 时 ,i(DY .这 说 
明 , 仅 当 传 染病 开始 时 健康 人 数 超 
过 。 的 情况 下 ,传染 病 才 会 莹 延 . p 
是 一 个 阅 值 (俗称 门槛 ). 通常 i, 很 
小 ,可 近似 认为 wn, 在 总 人 数 坟 
不 变 的 情况 下 ,提高 门槛 p 的 数值 ,对 制止 传染 病 的 整 延 有 利 , 这 
就 要 使 次 复 系数 / 增 大 ,传染 系数 降低 , 即 要 提高 该 地 区 的 医疗 
水 平和 卫生 保健 水 平 . 

可 以 利用 统计 数据 检验 模型 3. 实际 上 ,可 以 根据 医院 每 周 病 


愈 和 死亡 人 数 的 统计 资料 ,确定 模型 中 的 于 (z 以 周 为 单位 ), 同 时 
又 可 根据 上 述 模型 , 找 出 生 的 近似 表达 式 ,将 两 者 进行 比较 . 
由 方程 他 一 此 (0) 和 此 一 一 hs (得 


5 
dr 1’ 
它 在 初始 条 件 s|,-,=s。 下 的 解 为 
5 一 Soe "" 


灵 冯 十 5 乓 十 rt 一 二 上 胡 
nr soe ) 
当 rp 时 ,利用 指数 钞 数 的 Taylor 展 式 可 得 
秆 = 一 s+ 各 一 Dr 一 
在 零 初始 条 件 下 的 解 为 
r(D 一 全 [全 一 1) 十 ath( 史 一 苞 ] 


2 了 
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其 中 


站 

| 一 全 一 1 十 王 生 站 5 
得 到 

pe 

2soch?( 守 一 办 


dt 


Kermagk 和 Mekeidrick 利 
用 本 世纪 初 在 印度 血 买 发 生 的 一 
次 瘟疫 中 的 死 立 人 数 检验 这 个 模 
型 , 取 定 参数 p,s。 等 的 数值 后 ， 
有 有 . 
dr 890 
chit0. 2— 3.4) 


ee 此 式 表示 的 曲线 如 图 5-2 所 
示 , 图 中 的 图 点 是 那 次 瘟疫 中 每 
图 5-2 理论 遇 线 与 实际 数据 周 的 实际 死亡 人 数 . 可 以 看 出 , 理 
论 曲 线 与 实际 数据 吻合 得 相当 好 . . 
其 中 微分 方程 的 参数 估计 问题 参见 第 七 章 . 
模型 4 考虑 该 地 区 的 人 口 为 流动 的 情况 ,假设 在 单位 时 间 
内 ， 
1" 有 Ap 名 健康 人 进入 该 地 区 ,流出 该 地 区 的 人 有 健康 人 , 病 
人 ,他 们 分 别 与 健康 人 、 病 人 成 正比 ,比例 系数 a 二 p/m,n 是 总 人 
数 ; 
2° 一 个 病人 能 传染 的 人 数 与 当时 的 健康 人 数 成 正比 ,比例 系 
数 站 称 为 传染 系数 ， 
3。 健康 人 因 防 预 而 减少 发 病 的 人 数 与 健康 人 数 成 正比 ， 比例 
系数 4 称 为 预防 系数 ， 
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4 病 剑 免疫 的 人 死亡 的 人 与 病 大 成 正比 ,比例 系数 8 称 为 
恢复 系数 ,4 为 死亡 系数 . 应 用 人 口 守恒 ,有 


($= et dstp 
二 Rsi— Pi—ai 


T 一 一 Ar 十 应 


对 上 述 寞 型 ,将 第 一 、. 二 方程 联 立 , 可 以 化 为 二 维 问题 讨论 . 若 
p 一 (8+a)A 称 为 阅 值 ,有 下 述 岳 值 定 理 ; 
定理 1° 当 Wg 和 Pp 时 ， 有 唯一 平衡 点 ACp/ (a 十 2) ,0) 
所 DD 号 为 可 行 域 {ts, 站 1s 沁 PV/4,i220), 它 是 全 局 肩 形 稳定 的 ; 
2° 当 /e+ 六 2 时 ,有 两 个 平衡 点 4Cp/《a 汪 和 ,0) 和 BCp， 
a 
z 和 一 尝 污 ), 其 中 4 是 不 稳定 的 平稳 点 ,8 是 全 局 稳定 的 
讨论 可 知 .在 p 和 jp 不 变 的 假设 下 ,要 求 传 染病 不 流行 , 即 
2 所?, 加 强 预 防 隔离 兵 施 ,增强 预防 系数 2 是 有 效 的 , 当 z4 > 


?， 且 平衡 点 B 是 焦点 ,传染 病 发 病 有 第 一 高 峰 期 ,还 可 以 有 第 二 
高 峰 期 ， 


8$ 5.4 ”糖尿病 的 检测 


糖尿 病 是 一 种 新 陈 代 谢 疾 病 ,临床 表现 为 血液 和 尿 中 含有 过 

多 的 糖 . 它 是 胰岛 率 缺 少 引起 的 新 陈 代 谢 关 乱 所 致 ,糖尿 病 的 诊断 
是 根据 葡萄 糖 容许 剂量 测试 (GTT} 的 结果 而 作出 结论 的 . 诊断 中 
所 巡 到 的 一 个 困难 是 对 于 葡萄 精 容 许 剂 量 的 标准 看 法 不 同 . 60 年 
代 中 期 , 北 爱 尔 兰 Mayo 医院 的 Roseveor 和 Molner 医生 以 政 明 
尼 苏 达 大 学 的 Ackerman 和 Gatewood 博士 研究 了 血糖 循环 系 
统 , 建 立 了 数学 模型 ,为 糖尿 病 的 诊断 提供 了 比较 可 洁 的 根据 . 
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根据 生物 ,医学 原理 , 作 如 于 假设 ， : 

1° 葡萄 鳍 在 任何 有 冰 容 生物 的 新 陈 代 谢 中 起 着 十 分 重要 的 
作用 , 它 是 所 有 细胞 和 组 织 的 能 量 来 源 . 每 个 人 都 有 最 适当 的 自 粮 
浓度 ,超过 这 个 浓度 时 ,将 导致 疾病 甚至 死亡 . 

2* 血糖 浓度 在 其 自我 调节 过 程 中 ,受到 生理 激素 和 其 他 新 陈 
代谢 因素 的 影响 和 控制 . 

睹 鸟 素 ;人 吃 下 碳水 化 合 物 后 ,肠胃 系统 向 晓 岛 发 出 信号 ,使 
之 分 泌 更 多 的 且 岛 素 . 此 外 ,血液 中 的 葡萄 粮 直 接 刺 泊 胰腺 分 泌 胰 
岛 素 . 胰岛 素 的 作用 在 于 促进 组 织 对 葡萄 糖 的 吸收 

胰 高 血糖 素 :其 作用 是 加 快 粮 原 向 葡萄 糖分 解 的 速度 . 低 血 精 
促进 胰 高 血糖 素 的 分 泌 , 而 高 血糖 则 捉 制 它 的 分 小 . 

肾 上 逐 素 , 它 是 某 种 紧急 机 制 的 一 部 分 ,在 极端 低 血 糖 时 , 它 
能 很 快 增加 血液 中 的 葡萄 糖 浓度 . 增加 糖 原 向 葡 鞠 糖 分 解 的 速度 ， 
直接 抽 制 肌肉 组 织 对 葡萄 糖 的 吸收 ,抑制 胰岛 素 分 泥 , 还 有 助 于 肝 
脏 内 和 乳酸 向 葡 菊 糖 转化 . 

糖 皮质 激素 ， 在 而 水 化 合 物 的 代谢 中 起 着 重要 的 作用 

甲状 腺 索 ,有 助 于 肝脏 从 甘油 、 乳酸 ， 以 及 氨基 酸 这 样 的 非 碳 
水 化 合 物 中 生成 项 萄 糖 ， 

生长 激素 , 空 不 仅 直接 影响 葡萄 精 水 平 ， 而 且 还 有 对 抗 号 岛 雪 
的 作用 . 

Ackerman 等 人 试图 构 次 一 个 模型 ;来 描述 GTT 过 程 中 航 轴 
糖 调节 系统 . 因此 将 注意 力 集中 在 两 个 深度, 即 血液 中 的 葡萄 糖 浓 
度 ( 用 G 表 示 ) 和 激素 的 净 浓 度 (用 五 表示 ) ,后 书 表 示 生 有 有 关注 
素 的 总 效果 . 这 样 一 个 简化 模型 仍然 能 够 提供 一 个 关于 血糖 调节 
系统 的 准确 描述 ,这 有 两 方面 不 因 . 第 一 ,研究 表明 ,在 正常 或 接近 
正常 的 情况 下 ,一 种 激素 , 即 胰 岛 素 ,与 血糖 的 相互 作用 如 此 占 优 
势 , 以 至 于 一 个 简单 的 “浓缩 参数 模 理 ” 就 足够 了 , 第 二 ,有 证 据 指 
出 ,血糖 量 正常 不 必 依 头 于 血糖 调节 系统 的 每 一 个 动力 学 机 制 都 
正常 , 它 依赖 于 整 全 调节 系统 的 工作 情况 ,这 个 系统 受 着 腊 岛 素 

2d 


一 一 葡萄 糖 相 互 作用 的 控制 . 血 精 循 环 规律 如 图 5-3 所 示 . 


区 本 精 输入 系统 


图 5-3 血 村 调节 系统 的 简化 模型 
根据 上 述 假 设 ,血糖 浓度 的 变化 依赖 于 体内 原 有 血糖 浓度 和 
内 分 说 激素 浓 府 ,把 这 种 依赖 关系 记 为 函数 下 (G ,HH)》 ,血糖 浓 座 
还 与 外 加 葡萄 糖 有 关 ( 进 行 GTT 测试 前 患者 需 服用 葡 莉 糖 ). 记 
为 7 而 内 分 闹 激 燥 浓 庶 的 变化 则 依赖 于 体内 血 粮 浓度 积 内 分 
刻 激 素 深 座 , 记 为 RF,(G, 理 ). 
这 个 基本 模型 由 下 列 方程 组 给 出 ， 


竺 = 友 (0, HY4JIO); 


dH 

dt 

假定 :=9 时 ;J(2)= 二 0, 和 患者 体内 J 血糖 浓度 为 C,, 内 分 洲 激 素 
深度 为 五 ,, (Go, 瑟 ,为 常量 )， 故 有 


(dG 
| os {FGo, Ho)=0; 


即 4 
| 盟 IF,(G,,H,)=0. 
dz 


我 们 感 兴趣 的 是 G 和 互 对 加 ,五 。 的 全 差 , 作 变 换 - 
. 如 一 下 一 个 o， 下 一 五 一 五 ， 


=Fs(G,H). 


:=0 “7 


那么 


-一 了 ) (Gs gs Ht) 


所 


En PCGot a, Heth), 
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将 Fo 十 5 五 ,十 天 7 和 FGot ,， 理 ， 十 五? 在 (Go 如 0 沾 点 映 开 , 略 
高 阶 无 穷 小 , 则 有 


‘dg 3F. (0G, 五) ， BC Ho) 
| da Si on 上 二 
dh_ aF,(Go,H.) BF (GO, Hr} 


fe a0 St op 


我 们 无 法 确定 四 个 偏 导数 的 什 , 但 可 以 确定 其 符号 .由 图 5-3 
给 出 的 血糖 循环 过 程 ,可 知 当 g>>0,h>>0 时 ,是 者 服用 痪 竹 糖 , 细 
胸 没收 痪 欧 糖 并 把 它 转变 为 轿 元 贮藏 在 肝脏 里 , 血 精 浓度 降 低 , 所 
Wt 0, 又 当 />>0 时 , 细 艳 吸收 葛 萄 糖 并 加 快 项 萄 精 


3 下) Ci 


转变 为 糖 元 的 速度 ， 即 降低 下 糖 浓度 ,所 以 一 过 0. 综 上 ， 


单一 0. 在 g>0 时 ， 内 分 尖 天 守 训 寺 分 拓 泊 家， 促使 吾 增 加 ,有 


2 >>0, 而 通过 激素 的 新 陈 代 谢 作用 ,血液 中 激素 浓 朗 将 


2 


帮 低 ,所 以 <0, 


将 方程 组 本 写 为 
OE mg — mht fe) (1) 
Ee co 
其 中 ,zw(i 二 1,2,3,4) 均 为 正常 数 ,由于 仅 需 测 定 血 糖 浓度 ,消去 
A. 
(1) 式 对 : 求 导 ,得 
dig dg dh dl 
dd dtd 
将 (2) 式 代入 上 式 , 得 
dig 
des 
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Ht Ee 十 #213 有 一 一 manag 十 时 《3 


中 、 d dJ 
十 (ms 十 me) 第 十 《peia tmam)e =mT + 


改写 为 


d’ 
Er Etwig— =s(£) 《4 
dd 


其 中 ,a 一 于 (ma 十 zza)， 1 -nrgpry ,SCE) = 一 .了 (十 下 


注意 到 ， 除 子 注入 葡萄 糖 的 一 个 极 短 的 时 间 闻 隔 外 ,在 其 他 时 
刻 (4) 式 的 右边 均 为 零 , 利 用 Diras 的 信函 数 ,可 以 有 效 地 研究 它 ， 
此 外 ,为 了 我 们 的 目的 , 取 葡 萄 糖 完 全 被 吸收 的 时 刻 二 0. 则 对 于 
t2>0gtt 满 足 二 阶 线性 齐 次 方程 


5 和 +2e9 E+wig = 0 (5) 


这 个 方程 具有 正 系 数 . 因此 , 当 troo 时 ,g() 一 0 有 即 GGo,; 即 模 
者 在 预言 血糖 浓度 最 终 趋 于 初始 浓度 这 一 点 上 ,与 实际 一 敏 ， 

st 的 解 有 三 种 形式 , 它 芭 决 王 a? 一 zw 的 符 导 . 当 a: 一 wi<<0 
时 ,得 

gt) =Ae “cos(rwt—d) 
其 中 ,w= 二 wi 一 a*, 因 此 
GU)=G Ae “cos(wt—H) 

式 中 有 5 个 未 知 量 Ce,4,ayzee 和 ,用 下 述 方法 可 以 确定 它们 . 

在 外 如 葡萄 粳 被 吸收 之 前 ,可 直接 沛 定 农 者 体内 奋 糖 深度 
Go 然后 , 取 人 一 1;2:… 2)2 闻 4 利用 非 线性 最 小 二 飞 法 , 选 
取 问 .a.rwo 和 5, 使 : 


minE= 2G;— Go Ae “icos wt,—) 

在 数学 实验 中 ,Ackerrman 等 人 发 更, 测量 和 时 ,微小 的 调 量 
误差 将 导致 a 值 产生 很 大 误差 ,因此 ,任何 含有 参数 a 的 诊断 标准 
都 木 可 靠 ,市 系统 的 自然 频率 w, 对 调 量 人 女 时 的 测量 误 益 不 太 繁 
感 , 可 以 认 为 wo 是 反映 TT 的 基本 值 , 为 方便 起 见 ,使 用 相应 的 
自然 周期 了 ,二 2r/rww. 值得 注意 的 事实 是 ,来 自 各 方面 的 数据 表 
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明 ,T 和 值 小 于 4 小 时 说 明 情况 正常 ,而 明显 地 大 于 4 小 时 则 表示 
有 轻微 的 糖尿 病 . 

这 种 简化 模型 的 一 个 
不 足 是 ,有 时 在 注入 的 葡 gu) 
萄 糖 被 吸收 后 3 一 5 小 时 
之 间 , 模 型 与 实际 数据 拟 
全 不 好 ,这 表明 , 晴 上 腺 素 7 
和 糖 原 这 样 的 恋 量 在 此 期 ”- 
间 起 了 重要 作用 ,因此 ,这 

些 变量 应 作为 独立 变量 包 图 54 当 a: 一 8>>0 时 ,g (1) 的 曲线 图 

会 在 模型 中 . 

在 (5) 式 中 ,车 a 一 wi2>0; 风 g(t) 有 如 下 形式 ( 郊 图 5-4). 

注意 到 g《 幻 从 最 高 点 迅速 下 降 ， 体内 分 北大 量 的 三 分 泌 泪 
素 , 这 种 博 况 往往 表示 种 有 急症 . 

在 模型 的 讨论 中 看 到 ， 对 内 分 褒 激 素 采 用 集中 参数 方法 简化 
模型 ,在 诊断 精 尿 病 上 基本 上 是 成 功 的 . 但 若 对 内 分 沁 激 素 分 别 考 
虑 ,中 采用 分 布 参 数 ， 则 模型 将 会 更 准确 . 


$5.5 弱肉强食 模型 全 


在 生态 系统 中 ,没有 一 种 动物 是 完全 孤立 生活 的 , 因为 所 有 的 
动物 都 机 通过 食物 来 生活 ,它们 一 定 相互 影响 . 如 果 不 吃 其 他 动 
物 , 也 要 吃 植物 . 在 这 里 考虑 一 个 两 种群 的 系统 ,一 种 以 另 一 种 为 

食 ,比如 狐 猩 (捕食 者 } 与 兔子 (被 捕食 者 ), 这 种 系统 称 为 “寄主 
寄生 物 ” 系 统 或 “被 食 者 -一 捕食 者 "系统 ,或 借用 替代 说 法 
“ 食 草 者 一 一 肉食 者 ”系统 . 

“该 模型 的 研究 有 一 外 历史 背景 , 本 世纪 20 年 代 意大利 生物 学 
家 D'Ancona 研究 了 各 种 鱼 类 的 相互 制约 关系 ,他 从 第 一 次 世界 
大 战 期 阿 地 中 海 各 洪 吕 捕获 的 各 种 鱼 类 占 总 捕获 量 的 百分比 赛 料 
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中 发 现 , 禾 鱼 等 掠 岗 鱼 ( 以 掠 合 用 香 为 生 的 包 ) 的 比例 在 战争 期 间 
明显 地 增加 . 他 知道 ,捕获 的 各 种 鱼 的 比例 基本 上 可 以 代表 地 中 海 
渔场 中 各 种 鱼 的 比例 ,战争 使 捕获 量 干 降 ,渔场 中 食用 鱼 论 加 ,以 
此 为 生 的 蓝 鱼 等 掠 肉 鱼 也 随 之 增加 ,但 是 为 什么 捕获 量 的 下 括 会 
使 验 鱼 等 的 比例 增加 , 即 对 闭 鱼 的 生存 更 有 利 呢 ?他 无 法 解释 这 种 
现象 ,于 是 请 V. Volterra 建立 数学 模型 ,回答 上 述 问题 . 

Volterra 提出 : 记 食 用 鱼 数 量 为 xi, 蓝 鱼 等 掠 肉 鱼 的 数量 为 
y(t) ,因为 大 海 的 资源 很 丰富 ,可 以 认为 如 果 (的 一 0, 则 xz) 将 
以 自然 增长 率 ~(r>0) 增 长 , 即 z= 二 rx. 但 是 蓝 鱼 以 食用 和 鱼 为 食 , 致 
使 笃 的 增长 率 降低 , 设 降 慨 程度 与 获 鱼 数量 y(z) 成 正比 ,于 是 相 
对 增长 率 为 r= 二 7 一 iy. 常数 A>0, 反 映 了 效 鱼 掠 取 食 用 鱼 的 能 
力 , 如 果 没 有 食用 鱼 , 奖 人 鱼 无 法 生存 , 设 次 和 鱼 的 自然 死亡 率 为 4, 则 
3 二 一 dy. 食用 和 鱼 为 泌 鱼 提供 了 食物 ,致使 小 鱼 死 亡 率 降低 ,或 者 
说 为 准 鱼 提供 了 增长 的 条 件 . 设 增长 率 与 食用 鱼 的 数量 zt 成正 
比 , 于 是 获 香 的 相对 增长 率 一 = 一 4 二 pr 常数 pf 反映 了 食用 
鱼 对 疲 鱼 的 供养 能 力 . 所 以 模型 可 归结 为 

人 
3 一 多 一 如 十 Ar) 

对 上 述 非 线性 微分 方程 组 作 稳定 性 分 析 . 首先 求 平 衡 点 . 令 工 
一 0,3=0, 得 (0.0) 和 | 全 ,所 .只 考虑 | 对 ,元 ] 的 稳定 性. 为 此 作 
变量 代 换 使 原点 为 平稳 点 . 令 

CD) 一 所 十 pt)， 3 一 开 十 8 


《17 


[de_ 到 
| 全 AP 一 十 P) 
dp_ -一 


设 |p1<< 全 ,igi<< 志 ,去掉 二 次 项 使 之 线性 化 ,得 
| i129 


d Ad 
| 
[Ee 
即 
dg| zg 四 
Ldzji 和 A 
所 以 
(fo | jn 
4.7 一 “|1= “| 一 az+rd 一 0 
从 0 -学 4% 
从, 一 士 ra， 
线性 方程 组 的 通 解 为 
Plt) = pcos vrdi, p(1) = sin vrdt. 
由 此 可 以 看 出 : 


1 对 2 和 9 的 线性 化 解 , 既 不 增长 也 不 衰减 ,而 是 连续 振动 . 
这 意味 着 平稳 是 亚 稳定 的 ,这 是 一 种 广义 移 定 (Kolmogerovy 意义 
下 7 在 平衡 点 邻 域 显 示 击 稳定 的 有 界 循环 . 

2 令 VrdT=2x, 则 振动 周期 T=2x/ Vxd. 

3” 食用 鱼 和 篮 鱼 的 总 数 的 振动 相位 差 90", 食 用 鱼 导 前 ,如 图 
5-5 所 示 . 

4 从 解 中 消去 时 间 :, 得 

凤 ) + 名) 一 

这 条 雪线 在 总 体 相 空间 的 图 形 如 图 5-6 所 示 ， 

5° 可 定 出 在 相 空 间 运 动 的 方向 , 由 线性 化 方程 
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可 知 


图 5-5 食用 和 鱼 和 过 和 鱼 数量 变化 图 示 图 5-6 ” 较 线 在 相 空 间 的 图 形 
因此 在 图 5-6 所 示 四 个 区 城中 有 荆 :xX<0,y>0; :XT<0,y<0; 
1 yO0;N :zz>0y20. 在 四 个 区 域 中 轨 线 运动 方向 如 图 
5-6 所 示 . 

从 对 非 线 性 微分 方程 组 的 直接 讨论 也 可 知道 轨 线 是 一 族 以 平 
衡 点 为 中 心 越 来 越 扩展 的 封闭 曲线 . 封闭 曲线 对 应 着 方程 + 二 ztx 
一 ao)， 3 一 %( 一 2 十 wz? 的 周期 解 . 记 周 期 为 全,x 和 分别 为 在 一 
个 周期 内 z(t) 和 y(t) 的 平均 值 , 则 


二 wd LT Lg 了 一下 
z 一 本 | zcodc= 去 | x 《好 十 y yd = 
其 中 ， 利用 了 2 为 周期 国 数 y (TD) 一 y(9). 
同 理 ,3 一世. 


对 于 周期 性 变化 的 xzCz} 和 y(z) ,用 它们 的 平均 值 地 和 3 表示 
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其 大 小 .上 面 的 分 析 表 明 , 食 用 鱼 的 (平均 ) 数 量 取决 于 团 鱼 方程 y 
二 yt 一 d 十 kx) 中 的 参数 d 和 py; 而 效 色 的 (平均 ) 数 量 取 决 于 食用 
鱼 方程 z= 二 z(r 一 Ay) 中 的 参数 + 和 4. 当 鱼 的 自然 增长 率 r 下 降 
时 , 闭 鱼 的 数量 将 减少 ,而 当 闭 鱼 掠 取 食 用 鱼 的 能 为 提高 时 ,对 食 
用 和 鳃 没有 影响 ,只 使 黎 鱼 减少 . 另 一 方面 ,和 萱 鱼 死亡 率 4 上 升 将 导 
致 食用 鱼 增 多 ,而 食用 和 鱼 对 团 鱼 的 供养 能 为 gr 的 提高 ,会 导致 食 
用 和 鱼 减少 . 
上 面 讨 论 的 是 在 自然 环境 中 食用 鱼 和 郊 和 鱼 数 量 的 变化 规律 . 
在 人 工种 描 的 情况 下 , 设 搬 捞 能 力 为 e, 则 食用 鱼 的 自然 增长 率 由 
r 减少 为 r 一 e, 刻 鱼 的 琵 亡 率 由 4 增加 到 4 十 e, 在 这 种 变化 下 ,上 
述 模型 仍然 成 立 . 于 是 食用 和 鳃 和 次 鱼 的 { 平 拘 ) 数 量变 为 
~: de 一 re 
TT YT 
相应 的 平衡 点 由 p。 移动 到 p'( 见 图 5-7). 在 城 争 时 期 捕捞 系数 从 e 


AKC 


| 

| 

| Fl 
zo x Ee xr) 

图 5-7 . 食用 鱼 和 蔚 鱼 平均 数 重 变化 图 示 
减 小 到 ,食用 鱼 和 禾 鱼 的 (平均 ) 数 量 又 由 怀 * 了 变 为 
sy_ d+e, 一 re 
TY 
平衡 点 由 之 移动 到 的 ( 见 图 5-?). 因为 站 <e, 显 然 之 x ,yy 
即 捕捞 能 力 的 下 降 会 增 吉 萱 鱼 的 数量 而 减少 食用 鱼 的 数量 . 
上 述 模 型 称 为 Lotko-Volterra 模型 , 它 最 显著 特点 是 下 稳定 

性 (或 中 间 稳 定性 , 它 最 早 是 由 Koimogorov 于 1936 年 给 出 的 )， 


号 | 
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然而 在 此 模型 中 ,被 食 者 和 捕食 者 都 经 历 蚀 定 的 振动 ,其 振 帖 写 两 
者 的 生物 性 质 毫 无 关系 ,只 取决 于 完全 任意 的 种 群 初 值 大小. 模型 
的 这 种 “不 自然 "行为 ,推动 了 模型 的 改进 ,Leslie 和 Gower1960 
年 考虑 了 两 个 种 群 相对 大 小 对 两 者 增长 率 的 可 能 影响 ,并 进一步 
注意 到 被 捕食 者 中 密度 相关 的 限制 ,其 结果 是 状态 空间 的 轨 线 以 
螺旋 线形 式 收 全 于 平衡 点 ,所 以 每 个 种 群 随时 间 推 移 有 着 误 减 的 
振动 而 赵 于 平衡 . Holling (1965)-Tannerf1975) 考 虑 了 被 食 者 的 
密度 对 捕食 者 的 侵害 率 有 可 能 的 影响 ,发现 两 个 种 群 的 大 小 对 时 
间 而 言 不 断 振 动 ,其 振幅 和 周期 很 快 趋 于 与 它们 的 初始 大 小 无 关 
而 只 取决 模型 参数 ( 即 方程 系数 ) 的 极限 值 . 这 种 连续 的 寄主 一 
寄生 物 ( 或 被 食 者 一 一 捕食 者 ) 的 循环 已 被 认为 非常 相似 于 自然 界 
中 许多 这 类 两 种 群 关系 的 观察 . 这 一 问题 利用 数据 分 析 法 建立 起 
来 的 模型 ,参考 第 八 章 了 .8.5 加 拿 大 山 猿 问 题 . 


习 题 


1. 一 角度 高 为 60" 的 画 锥 形 漏 斗 里 装着 10cm 高 的 水 , 甚 下端 小 孔 的 面 
积 为 0. 5cma, 求 这 些 水 流 完 怖 用 多 少 秒 ? 

2. 某 容 器 温度 为 60 必 ,将 其 内 的 温度 计 移 入 另 一 容器 ,十 分 钟 后 读数 为 
70 ,又 过 十 分 钟 后 读数 为 76C, 问 另 一 容器 的 温度 为 多 少 度 ? (提示 :牛顿 
定 符 指出 ,温度 变化 率 与 温差 成 工 比 ) 


Lerm 


图 5-8 辐 惟 形 漏 半 图 示 
3. 某 人 每 天 由 饮食 获取 10467 您 热量 ,其 中 5038 由 用 二 新陈代谢， 此 
外 每 公斤 体重 融 支 付 69 焦 热 量 作为 运动 消耗 ,其 余热 量 则 转化 为 脂肪 . 已 知 
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以 脂 咏 形式 贮存 的 热量 利用 率 为 106 外 ,每 公斤 脂肪 含 孝 量 41868 焦 , 问 此 
人 的 体重 如 何 随时 间 而 变化 ? 

4. 在 化 学 反应 中 ,两 种 物质 c, 和 cs 等 重 结 台 生成 新 物质 ex. 设 < 和 恕 是 
和 es 的 初 冰 深度 人 一 D) ,定义 二 (为 cs 在 时 刻 e 的 深度 ,cs 流 度 增加 速 洲 
是 与 : 时刻 没有 和 参加 反应 的 c 和 的 深度 成 正比 . 试 构造 一 数学 模型 ， 

5. 设 某 城 市 共有 二 1 人 ,其 中 一 人 出 于 茶 种 目的 编造 了 一 个 洗 言 . 该 


城市 具有 初中 以 上 文化 程度 的 人 占 总 人 数 一 半 ,这 些 人 只 有 二 相信 这 一 语 


言 ,而 其 他 人 约 有 于 会 相信 . 又 资 凡 相信 此 谣言 的 人 每 天 在 单位 时 间 内 传播 


的 平均 人 数 正比 于 当时 尚未 听 说 此 请 言 的 人 数 ,年 不 相信 此 谱 言 的 人 不 传播 
谣言. 斌 建立 一 个 反映 活 言 传播 情况 的 微分 方程 模型 . 

6, 取 几 只 容量 相等 的 杯子 ,充满 水 ,并 且 一 只 放 在 男 一 只 下 面 排列 . 向 
第 一 只 ( 即 最 高 位 置 ) 杯 子 以 定常 速度 倒 入 与 杯子 等 容量 的 葡萄 消 , 洲 出 液体 
正好 流 到 第 二 只 杯子 ,第 二 只 杯 洲 出 流体 流 到 第 三 只 杯 于 :…. 假设 水 和 葡萄 
酒 的 漫 合 是 咀 时 发 生 的 , 求 在 任 一 时 蓝 1 及 过 程 结束 时 了 ,每 只 杯 于 所 舍 葡 
萄 酒量 . 

7. 建立 而 用 消费 的 市 场 销售 量 的 模型 如 果 已 知 了 过 去 若干 时 期 销售 
量 的 情况 ,如 何 确定 模型 的 参数 - 

8， 人 工 肾 是 帮助 人 体 从 血液 中 带 走 度 物 的 装置 . 它 遂 过 一 层 薄膜 与 需 
要 带 走 废物 的 血管 相通 (如 图 5-9). 人 工 肾 中 通 以 某 种 牙 体 ,其 流动 方向 与 
血液 在 血管 中 的 流动 方向 箱 反 ;血液 中 的 上 度 物 租 过 薄膜 进入 人 工 肾 . 


血管 — 血液 流动 方向 
蒋 腊 一 一 一 补体 流动 方向 
人 工 肾 


图 5-9 ”人工 情 图 示 
设 血 液 和 各 人工 肾 中 液体 的 流速 均 为 常数 , 度 物 进入 人 工 肾 的 数量 与 它 在 
这 两 种 液体 中 的 浓度 差 成 正比 . 人工 肾 总 长 工 建立 单位 时 间 内 人 工 肾 带 走 
广 移 数量 的 模型 . 
9. 根据 经 验 当 一 神 新 商品 投入 市 场 后 , 随 著 人 们 对 它 的 拥有 量 的 增加 ， 
134 


其 销售 量 :2 的 下 降 右 度 与 02 成 正比 .广告 宣传 可 给 销量 添加 一 个 增长 回 
度 , 它 与 广告 费 at) 戚 正 毕 , 但 广告 只 能 影响 这 种 商品 在 市 场 上 尚未 也 各 的 
部 分 ( 设 饱和 量 为 M). 建 立 销 号 *(t)? 的 模型 . 才 广 告 宣传 只 进行 有 限时 间 r， 
且 广 告 费 为 营 数 e, 问 5 如 何 恋 化 . 

10. 对 于 技术 革新 的 推广 ,在 下 列 几 种 情况 下 分 别 建 立 模型. 

(1) 推 广 工 作 通 过 已 经 杂 用 新 技术 的 人 进行 ,推广 速度 与 已 采用 新 技术 
的 人 数 成 正比 ,推广 是 无 限 的 . 

(2) 总 人 人 数 有 限 . 因而 推广 速度 随 著 尚未 采用 新 技术 人 数 的 碱 少 而 降低 . 

(3) 在 (2) 的 前 提 下 还 要 考虑 广告 等 妖 介 的 传播 作用 . 

11. 药物 进入 机 性 后 ,在 确 血 裕 输 送 到 各 个 器 官 和 组 织 的 过 程 中 ,不 断 
被 吸收 ,分布 .代谢 ,最终 排 出 体外 , 药物 在 血液 中 移 滚 度 , 即 单位 体积 奋 液 
《 介 升 ) 中 药物 含量 ( 雍 克 或 微克 ? 称 为 奋 药 浓 阅 , 它 随 时 间 和 空间 (机 性 的 各 
部 分 ) 而 变化 , 研究 药物 在 体内 吸 . 分 布 和 排除 的 动态 过 程 ,及 这 些 过 程 与 药 
理 反 应 时 间 的 定量 关系 ,是 药物 动力 堂 的 主要 内 容 . 其 重要 步 怠 是 建立 房 室 
并 型 :Compartment Models), 所 请 房 室 是 指 肌 体 的 一 部 分 ,药物 在 一 个 房间 
肉 旦 均匀 分 布 , 即 血 药流 度 为 常数 ,而 在 不 同房 室 之 间 按 一 定 规律 进行 药物 
的 转移 , 这 种 简化 雹 设 总 下 临床 试验 证 明 是 正确 的 ,并 为 医学 界 和 药理 学 界 
所 接受 , 图 5-10 所 示 是 一 个 二 室 模 型 . 


中 心室 
CED ,1 Ct) 


周边 室 
Ce ty ya tt 


配 5-10 药物 动力 学 的 二 室 模型 
其 中 cc x 忆 ) 和 vw 分别 表 示 第 i 富 垃 =1,2) 的 血 药 滚 度 , 药 量 和 窑 
~ 积 .&w 和 ka 是 两 室 之 问 药 物 转 速 厌 系数, 是 药物 从 中 心室 向 体外 排除 的 速 
率 系数 . 闫 ( 瑟 ) 是 给 药 训 率 , 设 转移 速率 及 排除 速率 与 该 室 的 血 药 浓 度 成 正 
比 , 与 转移 和 排除 的 药 量 相 比 , 药 效 的 豚 收 可 以 杷 略 ， 
(1 建立 两 个 房 室 中 药 量 x tf) 和 st) 满足 的 祯 分 方程 . 
《2) 讨 论 在 快速 静脉 注射 方式 下 ,动态 过 程 的 特性 (提示 : 没 在 :一 0 时 星 
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时 将 销量 Da 的 药物 输入 中 心室 , 则 万 人 (和 官 始 条 件 为 : 乒 人 一 0ci007 一 
P=0) 


《3) 在 恒 速 静脉 注 注 情况 下 ,动态 过 程 的 特性 (提示 : 广 () 二 向 ,c1(0) 二 
Qc2t0) = 0). | 
12. 分 析 具 有 共生 或 竞争 关系 的 丙种 群 的 增长 规律. 
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第 六 章 “” 偏 微分 方程 


当 用 微观 来 观察 现象 或 过 程 ,和 而 因 变 量 与 两 个 或 两 个 以 上 自 
变量 有 关 时 , 因 变 量 对 自 变量 的 变化 率 导 致 了 偏 导数 的 出 现 ,因此 
其 内 在 规律 的 完整 描述 必须 用 偏 微分 方程 模型 来 表示 . 从 建 模 的 
角度 看 , 偏 微分 方程 模型 比 常 微 分 方程 模型 更 为 “自然 ， 仿 微 分 
方程 模型 的 建立 主要 依 束 于 先 验 知识 , 即 依赖 于 机 理 分 析 . 由 于 
各 学 科 的 基本 物理 定律 都 满足 守 便 原理 和 连续 原理 ， 可 以 在 此 基 
础 上 建立 起 描述 各 种 物理 现象 的 偏 微分 方程 模型 。 


§ 6.1 方程 的 建立 


按 所 代表 的 物理 过 程 ,方程 一 般 可 分 为 三 类 
1° 振动 与 波 ( 机 械 的 .电磁 的 ) 一 一 波动 方程 . 例如 ,在 各 向 
同性 的 固体 中 传播 的 横 波 或 者 纵 省 的 方程 
YA 一 总 一 0 
其 中 心 一 xzyyoz 昌 代表 平衡 时 坐标 为 (rz,yvz) 的 点 在 上 时刻 的 
寞 向 或 者 级 向 位 移 ,e 是 波 的 传播 速度 ,w" 是 拉 普 拉 斯 算 子 ; 


5 十: + 


2 栓 运 过 程 扩散 方程 .热传导 方程 
3" 稳定 (或 者 静止 平衡 过程 (或 者 状态 ) 一 一 拉 普 拉 斯 
方程 . 
Sa 一 站 
此 外 还 有 量子 力学 中 的 波动 方程 这 种 方程 所 描写 的 物理 过 
程 (或 状态 ) 既 有 波动 的 特征 ,又 包含 统计 规律 性 . 
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下 画 生 由 全 了 次 划 如 何人 一 人 物理 门 古 号 昌 仙 和 急 分 方程 ， 
1. 杆 的 纵 振动 


考虑 一 均匀 细 杆 在 . tA 
振动 . 令 wtxzx;t) 表 示 
在 平衡 时 坐标 为 x 的 ， 
点 (实际 是 一 截面 ?在 * 图 61 均匀 网 丁 沿 村 长 方向 的 振动 
时 刻 的 位 移 ( 沿 x 方 
向). 到 不 包含 端点 的 一 小 段 (x,z 十 Ax)( 如 图 人 1) 来 研究 它 在 z 


时 刻 的 运动 . 
以 “(x 4) 表 示 这 一 小 眉 的 质心 的 位 移 ， 则 有 运动 方程 
psAzr SE#=[LPCr+Ar, ty— Ptr,t) lS 
其 中 是 杆 的 密度 ,5S 是 截面 积 ,P(z, 纪 是 在 z 点 的 截面 上 的 应 万 
( 沿 工 方向 ), 令 ar 一 0 则 wa， 
PlrtArt)— Plr,t) 0 
Ar 


Ei 


则 有 
ow_aP 
pp MY BT 
根据 胡 克 (Hooke) 定 律 ,如 果 略 去 垂直 于 杆 长 方向 的 形变 (对 
于 很 细 的 杆 ,这 是 合理 的 ). 则 应 力 己 与 相对 伸 长 兴 成 正比 


Bt 
PE 
其 中 五 是 杨 氏 模 量 , 故 有 
a 9 ou EM 
Egr) Eg 
Ei 
或 at < 3 到 一 1 


其 中 /三 是 一 个 常数. 
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在 上 面 的 推导 中 ,我 们 作 了 一 些 简 化 假定 . 其 一 是 假定 杆 只 
作 小 振动 ,这 样 才 能 应 用 胡 克 定律 ,并 略 去 击 于 杆 的 伸缩 所 引起 的 
密度 的 变化 ,而 得 到 一 个 线性 方程 . 其 二 是 假定 杆 很 细 , 因 此 在 
任何 时 刻 每 一 横 截面 上 的 各 点 位 移 相 同 ,而 可 以 用 一 个 变量 x 来 
标志 同一 模 载 面 上 的 各 个 点 ,否则 & 将 不 只 是 xz 和 :的 函数 . 这 
两 个 假定 也 指出 了 该 数学 模型 在 应 用 时 受到 的 限制 . 

2- 弦 的 横 拆 动 

假设 芒 是 均匀 的 ,并 且 是 完全 柔软 的 ,平衡 时 沿 着 一 条 直线 崩 
紧 . 取 这 条 直线 为 > 轴 , 而 以 全 标 标志 下 的 各 点 . 设 芝 在 一 个 
平 钾 上 振动 ,以 zx(z, 扎 表示 芝 的 zx 点 在 上 时 刻 沿 垂直 于 xz 方向 的 
人 位移， 考虑 纺 的 一 小 段 (z,z 十 4r) 的 运动 (如 图 6-2)， 


Ti=7(zy luczsty | 


工 党 十 生 工 


图 6-2 弦 的 横 振动 
设 p 为 强 的 单位 长 质量 , 则 运动 方程 为 
Ea 
a 
0=Teost — Tcosh, 
其 中 "1 和 了 > 分 别 表示 在 x 点 和 十 x 点 的 张 为 ;0 和 为 相 
庇 颁 角 . 由 于 假设 束 是 完全 和 柔软 的 ， 故 张力 沿 弦 的 切线 方向 ， 
上 面 第 二 个 方程 表示 在 z 方 向 苞 是 平衡 的 ,因为 假定 驴 只 作 横 振 
动 . 
对 于 小 振动 ,可 设 和 角 很 小 , 略 去 学 ,有 cos 名 ==cos 名 ,于 是 由 
第 二 个 方程 得 了, = 了 := 工 , 即 在 没有 沿 > 方向 的 外 力 时 , 弦 中 各 
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PAX =T,sing, — Tsint, 


点 的 张力 是 相同 的 第 一 个 方程 成 为 
paAz 2 一 T(sinb 一 sinb)=eT(tg& —tgh) 


7 到 光 7 竺 ^， 
消去 两 边 的 Ar, 然 后 令 Ar 一 0, 则 zx, 有 


pu Wu 2 
Pap 


或 入 


关中 a 和 


由 于 假定 6 角 很 小 ,| 全 | 忆 1, 若 路 去 (经 )?, 则 弦 的 伟 长 可 略 
去 . 令 AS 表示 (z,z 十 Az) 这 一 段 的 伸 长 , 则 


As 一 | ””vHT 本 一 Ar=| Vit (Edz— 


A 
~| dz 一 真一 侣 . 


因此 , 莪 中 张力 在 任何 时 刻 都 是 一 祥 的 ,而 a 为 一 常数 ， 

在 上 而 的 推导 中 作 了 一 系列 的 假定 . 例如 , 设 获 是 完全 乘 软 
的 ,只 有 在 这 个 假定 下 ,张力 工 才 总 是 沿 着 弦 的 切线 方向 (否则 得 

一 个 比较 复杂 的 方程 , 杆 的 横 振 动 方程 ;， 又 如 假定 了 振动 很 

小 ,因而 如 或 sin0) 可 用 tg8 代替 ,而 且 伸 长 可 以 忽 栈 不 计 , 和 否则 张 
力 工 将 由 于 各 点 的 伸 长 不 同 而 依赖 于 4, 得 到 的 方程 将 不 是 线性 
的 ， 

车 弦 还 受到 外 力 的 作用 ， 单 答 长 度 所 爱 的 力 为 FCz, 四 ,方向 
总 是 垂直 于 弦 平 衡 时 的 方 商 >, 则 方程 为 


Ei 
一 人 一 全 2 一 Cr, 


rr 
其 中 ,f(z 二 全 半 若 所 : 台 代 表单 位 质量 所 受 的 力 
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el 


3. 热传导 方程 

前 两 俩 说 明了 在 弹性 注 体 的 振动 中 如 何 根据 牛顿 运动 定律 和 
弹性 定律 导出 描述 这 种 气动 的 偏 微 分 方程 .前 一 定律 给 出 位 移 随 
时 间 的 变化 与 应 力 的 关系 ,后 一 定律 则 把 应 力 与 位 称 随 位 置 的 变 
化 联系 起 来 ,从 而 得 到 关于 位 移 的 方程 . 

在 固体 的 热传导 问题 中 也 有 两 个 基本 定律 ,能 量 守 恒 与 热 伟 
导 的 傅 里 叶 (Fourier) 定 律 : 

考虑 一 根 均匀 细 杆 , 沼 着 杆 长 方向 z 维持 一 定 的 温度 落 ( 如 
图 6-3 所 示 ) ,实验 结果 表明 ,在 杆 中 有 热 莉 传 导 ,热量 由 温度 高 处 
“ 流 ” 向 温度 低 处 ,单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 热量 9 与 温度 x 的 
下 降 率 成 正比 : . 
二 一 人 十 Ar Au 

AT Ar 


二 二 天 


取 极 限 得 


4 一 一 全 


其 中 4 称 为 热流 密度 ,系数 上 称 为 导热 率 , 导 热 率 与 杆 的 质料 有 
关 , 而 且 严 格 说 来 也 与 温度 有 关 , 但 如 果 温 度 的 改变 范围 不 太 大 ， 
可 以 近似 地 看 作 常数 . 这 就 是 情 里 叶 定律 的 数学 表示 . 


在 空间 的 热传导 ,热流 秘 记 是 矢量 , 它 在 各 向 同性 药物 体 中 与 


温度 下 降 率 的 关系 为 


或 如 一 一 总 NA 下 

现 考 虑 各 向 同性 固体 热传导 问题 . 取 物 体内 部 任意 一 个 小 长 
方 体 4BCPDEFG 五 (如 图 6-3 所 未 ), 取 坐标 系 < ,使 坐标 面 与 
这 长 方 体 的 面 平 行 . 

在 At 时 间 内 沿 x 方向 通过 与 yx 平面 平行 的 CDEH 面 进入 
六 面体 的 热量 是 (eaAyazar, 而 通过 4BGF 商 从 六 面体 出 去 的 
热量 是 (g-)。as-ayazaz, 因 此 净 人 热量 是 
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图 65-3 物体 内 部 小 长 方 体 
{gr IA y AsAt— (gr) rr arh yAZA 


一 一 记 ( 一 时)AzAyAzAt 一 睫 (k 入)AvAt 
其 中 ap 是 长 方 体 的 体积 ArAyAx. 同样 , 症 Az 时 间 内 沿 y 和 x 方 
向 进入 长 方 体 的 热量 分 别 是 


pe AvAr 和 二 人 2 Awa 
进入 长 方 体 的 热量 使 黄 温 度 开 高 设 2 为 物体 的 密度 ,c 为 
比 热 , 则 
prAvau—[ ke 十 : on) ae) jv 
消去 Av, 令 At>0, 得 
pe 于 一 记 () 二 2 te 
车 物体 是 均匀 的 , 则 下 与 坐标 无 其 ,方程 简化 为 


[Ef 
-一 一 SI 一 
Ei 


这 是 各 向 均匀 同性 物体 的 热传导 方程 ,其 中 :一 到 称 为 扩散 率 或 
传导 率 . 

如 时 在 物体 中 有 热 产 生 , 设 在 单位 时 间 内 单位 体积 中 产 竺 的 
热量 为 Flryyse | 


Bru * | 
FV ur f(r,y, zt), 
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其 中 frr yt) 0. 


方程 中 的 参数 a! 一 般 与 温度 x 有 关 , 因 为 密度 p.、 比 热 < 和 导 
热 率 都 与 温度 有 关 . 但 如 果 温 度 变 化 的 范围 不 太 大 , 则 a? 可 近 
似 认为 与 温度 无 关 而 是 一 个 常数 . 

”对 于 分 子 扩散 问题 ,方程 是 相同 的 ,只 是 x 代表 浓度 ,系数 a 
应 为 扩散 率 忆 , 而 /代表 扩散 物质 的 生产 率 . 

在 一 定 条 件 下 , 当 物体 的 温度 分 布 达 到 稳定 状态 时 , 蔚 一 0, 方 

程 成 为 稳定 温度 场 的 方程 
上 


一 一 过 


. | 
称 为 泊 检 (Poisson) 方 程 . 车 f=0, 则 称 为 拉 普 拉 斯 方程 . 

在 理论 和 实际 问题 的 讨论 中 ,为 方 生起 见 , 需 要 将 偏 微分 方程 
我 们 知道 ,在 研究 二 元 二 次 代数 方程 时 ,通过 变量 代 换 能 将 其 
化 成 哪 种 标准 形式 ,决定 于 二 次 形 

fr y=aur tarrytary’ | 
的 代数 性 质 . 或 者 说 ,由 二 次 曲线 fx,y)= 二 1 的 性 质 决 定 , 这 个 
曲线 可 以 是 一 个 椭 回 ,一 个 双 曲 线 , 或 者 一 个 抛物 线 . 相应 地 , 定 
义 方程 在 某 一 点 的 类 型 如 下 . 
如 果 二 兴 线 性 方程 
2a a bru tb teu/f 

(这 里 auyalizyaszyaiyisc 了 都 是 亦 量 zx,y 在 某 一 区 域 :号 上 的 连 
绕 可 微 实 落 数 ?中 的 二 阶 导数 项 的 系数 在 区 域 也 中 某 点 (xzoyyo) 满 
足 


A==ais — a1l1dz2 > 0 
则 称 方程 在 点 (zuyy) 为 双 曲 型 的 ; 若 在 点 (zo,yo)? 满 足 
AS=ali— ands 一品 ， 
则 称 方 程 在 点 (zyyo) 为 抛物 型 的 ; 若 在 点 Czoyyo) 满 足 . 
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4 王 c 一 catzo<0 
则 称 方程 在 点 (myy ) 为 三 贺 型 的 . 
其 次 ,如 果 方 程 在 一 个 区 域 中 的 每 点 均 为 双 曲 型 ,那么 就 
称 方程 在 区 域 人 2 内 是 双 昌 型 的 . 类 似 可 定义 方程 在 2 内 是 抛物 
型 或 糊 贺 型， 有些 方程 在 区 域 2 的 一 部 分 内 是 双 曲 型 的 ,而 在 男 
一 部 分 基 燃 贺 型 的 ,在 它们 的 分 界线 上 是 担 物 型 的 , 称 为 在 区 域 
中 是 混合 型 的 . 


3 6.2 边界 条 件 和 初 值 条 件 


前 面 讨论 了 如 何 从 一 个 物理 问题 和 相应 的 物理 定律 中 建立 起 
它 的 数学 模型 一 一 偏 微分 方程 . 然而 仅 有 方程 还 不 足以 确定 物体 
的 运动 ,因为 物体 的 运动 还 与 初始 状态 以 及 通过 边界 所 受到 的 外 
界 作 用 有 关 . 这 一 点 是 连续 体 ( 或 者 场 ) 运 动 的 特点 , 即 外 界 的 作 
用 常常 是 通过 物体 的 边界 “ 传 "到 物体 内 部 去 的 .从 数学 的 角度 
看 ,一 个 微分 方程 有 无 穷 多 的 解 ,表现 在 其 通 解 中 含有 者 千 个 任意 
常数 或 者 任意 函数 ,而 初始 状态 和 和 按 界 情况 则 是 确定 这 些 常 数 的 
数值 或 者 函数 的 形式 的 初 值 条 件 和 边界 条 件 - 求 一 个 微分 方程 的 
解 满足 一 定 初 值 条 件 和 边界 条 件 的 问题 称 为 定 解 问题 . 

某 个 物理 过 程 在 一 定 条 件 下 总 是 具有 了 唯一 确定 的 状态 ,因此 
正确 描述 这 种 物理 过 程 的 定 解 问 题 的 解 应 是 存在 唯一 的 . 但 是 用 
偏 微分 方程 对 此 作出 捕 述 时 ,总 要 经 过 一 些 近 似 处 理 ( 制 如 可 舍弃 
一 些 因 素 ) 并 提出 一 些 附加 条 件 , 只 能 说 定 解 问题 近似 地 反映 了 自 
然 现 象 中 茶 个 物理 过 程 ; 商 不 能 说 两 者 完全 等 疗 . 如 果 定 解 问题 
的 解 存在 而 且 唯 一 , 称 定 解 问题 是 适 定 的 , 因此 ,必须 判断 所 给 定 
的 条 件 ( 初 值 或 边 值 ) 是 否 足 以 保证 解 的 存在 和 唯一 性 ， 另 外 ,出 
现在 定 解 条 件 中 的 函数 俏 通 常 是 由 实验 测量 确定 的 ;一般 只 是 近 
似 的 .在 这 种 定 解 条 件 下 求 得 的 解 ,只 有 在 它 和 准确 的 定 解 条 件 
下 确定 的 解 相差 很 小 时 , 才 有 实际 意义 ,如 果 定 解 条 件 的 微小 变 
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化 引起 的 解 在 定义 域 中 的 变化 也 是 微小 的 , 则 称 定 解 问题 是 稳定 
的 ,或 称 解 是 连续 依赖 于 定 解 条 件 的 . 

确定 定 解 条 件 和 推导 偏 微分 方程 一 样 也 是 数学 建 模 的 重要 步 
蓝 , 适 定性 的 研究 涉及 到 很 多 较 深 的 理论 问题 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
考 有 关 数 理 方程 的 专著 . 这 里 仅 将 几 类 偏 微分 方程 的 常用 定 解 条 
件 列 出 ,为 建 模 提 供 方 便 . 

考虑 最 简单 的 抛物 型 方程 

2t ， 全 人 


一 外 一 一 0 人 《了 


入 BE 
其 中 , 是 x-t 平 面 内 的 给 定 区 域 , 它 可 以 是 有 界 区 域 ,也 可 以 是 
无 界 区 域 . 
方程 的 定 解 问题 根据 定 解 条 人 忻 可 分 为 四 种 类 型 . 
1" 初 值 问 题 4Cauehy 问题 ,也 称 自由 边界 问题 ) 
在 区 域 D= (zr 让 |XYE 一 0, 十 00) ,ft 六 0 内 求 方程 (1) 满 足 
初始 条 件 
u= (rz10)=gT) 后 【一 co 十 ce) 
的 解 w(xz,[). 
2° 第 一 类 初 边 值 问题 
在 区 域 D={(z,#) 1x€ 002E(00T)) 内 求 方程 (1) 满 足 初 
值 条 件 和 第 一 类 边 值 条 件 
(zi0) 一 以 zzE LD 
了 《站 一 人 
的 解 uxt). 
3* 第 二 类 初 边 值 问题 
在 区 域 万 = {Czt1zrEG 0,1,tE ,TT)) 内 求 方程 民 ) 满 足 初 
始 条 件 和 第 二 类 边 值 条 件 
utr0) px), rE (0D 


a 3m _ 
a Bt) ,ttE Cc0,7) 


的 解 TY 
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4 第 三 类 初 边 值 问题 
在 区 域 万 = (taz 虽 |zEt0DE (00,T)) 内 求 方 程 (1) 满 足 初 
始 条 件 和 第 三 类 边 值 条 件 
ur pr rE CO 


uh) 
Bt 


二 Tt 3 
外 


wh, te 
Bi 


的 解 n(x ,2)， 
第 一 类 边 值 条 件 反 映 了 边界 上 的 温度 为 已 知 
ws POM ,EY 
其 中 ,MM 代表 区 域 的 边界 EE 上 的 变 点 ,yp 是 已 知 庙 数 ， 
第 二 类 边 值 条 件 是 在 边界 上 流入 的 热流 密度 为 已 知 : 
—9 |s=p Mt) 
其 中 ,g, 代表 热流 密度 在 边界 面 的 外 法 线 方向 的 分 量 ,y 为 已 知 落 


数 , 据 Fourier 定律 9 一 一 AZ 栈 如 一 一 大 半 , 因 而 


一 rzkt) 本 了 二 C(O,TY 


su 1 
六 = 一 记 pM,t), 


如 果 边 界 是 绝热 的 , 则 一 0. 

第 三 类 边 值 条 件 反 映 了 物体 表面 与 外 界 通 过 辐射 或 对 流 这 程 
交换 热量 ,单位 时 间 内 单位 表 

面积 失去 的 热量 与 表面 和 外 界 

“、 的 温度 差 成 正比 . 

如 图 6-4 所 示 , 考点 物体 

内 以 边界 面 上 的 面积 元 便 为 

底 ,高 为 e 的 一 个 小 柱 体 . 在 

时 间 由 内 由 物体 内 部 沿 dz 的 

图 6-4 物体 内 边界 处 的 小 柱 栖 外 法 线 方 向 进入 小 往 体 内 的 热 
量 是 gd3dt, 丽 由 于 与 外 办 变 

146 


撞 热 量 而 失去 的 热量 是 瑟 (w|z 一 wo)d2dt. 玉 是 常数 wo 为 外 界 温 
度 . 从 小 柱 体 的 人 铅 面 进出 的 热量 以 及 在 小 柱 体 内 由 于 光度 升降 的 
内 能 改变 (==ped5" eAu) 都 与 a 成 比例 , 当 e>0 时 ,这 两 项 帮 直 于 
零 ,因此 有 

gz—= Hiu|s— uo) 
再 据 Fourier 定律 ,得 


A | =Huls— Hu, 
BF : 


[区 十 hu Jz =huo 


上 述 三 种 形式 的 边界 条 件 是 很 普 刘 的 边界 条 件 ， 不 限于 热 传 
导 问 题 ， 因此 在 数学 物理 中 常 把 它们 称 为 第 一 ` 二 ,三 类 边界 条 件 、 
第 一 类 边界 条 件 给 出 来 知 函 数 在 边界 上 的 值 ;第 二 类 边界 条 人 忻 给 
出 未 知 函 数 在 边界 面 的 法 线 方 向 的 导数 之 值 ; 第 三 类 边界 条 件 给 
出 的 则 是 未 知 消 数 和 它 的 法 线 方向 导数 之 间 榴 一 个 线性 关系 . 可 
能 出 现 这 种 情况 ,在 边界 的 不 同 部 分 上 边界 条 件 的 类 型 不 同 . 

除了 上 面 列举 的 三 种 边界 条 性 之 外 ,还 有 种 武 省 样 的 边界 条 
件 . 例如 ,在 热传导 问题 中 有 辐射 条 件 : 

一 半 | .一 <Ge1z 一 中 
on | = 

其 中 ,c 是 一 个 常数 ,wo 是 外 界 的 温度 ,zx 和 wo 痢 要 用 绝对 温标 . 
这 个 边界 条 件 右 方 含 z 的 四 次 方 ,页 为 非 线 性 的 . 但 若 和 am 相 
差 不 大 , 则 wt 一 wt==du3 Cw 一 wo), 风 转化 为 第 三 类 边 值 条 件 . 

连接 条 件 ,在 两 种 不 同 媒 质 的 分 界面 上 有 连接 条 件 . 例如 由 
两 根 不 同 质 料 的 杆 接 成 的 一 根 杆 ， 当 杆 作 织 振动 时 ， 在 连 第 点 应 
满足 下 询 条 件 ; 

BU1 Bi 2 


a =u | E, 2 |=- e =Es ls 
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其 中 ,一 az “za 一 azyt) 人 分别 代表 杆 的 两 部 分 的 位 称 ( 相 对 
于 平衡 位 置 ),E, 和 五: 分 别 为 两 部 分 的 杨 氏 模 量 . 第 一 个 条 件 是 
显然 的 ,因为 在 连接 点 x 二 c ,位移 必 相 等 ,否则 杆 的 两 部 分 便 会 分 
开 , 第 二 个 条 件 沪 者 可 自行 证 明 . 


8 6.3 场 的 特性 与 建 模 


前 面 已 经 讲 了 如 何 根据 某 个 物理 过 程 利用 微 元 法 建立 偏 微分 
方程 ,也 可 以 利用 不 同 物 理 过 程 的 相似 性 ,适当 选取 因 变量 ,建立 
起 形式 相同 的 偏 微分 方程 ,仅仅 在 参数 的 物理 含义 上 存在 差异 . 

“ 场 ” 的 概念 已 广泛 地 用 于 物理 学 和 工程 学 . 在 这 些 学 科 中 ， 
因 变 量 ( 表 示 场 的 扰动 及 哨 应 的 物理 量 ) 带 定义 为 室 交 和 时 间 的 连 
绫 函 数 . 各 种 参数 介质 的 内 在 性 质 ,也 被 连续 地 定义 在 时 间 / 空 间 
连续 系统 各 点 上 . 由 于 物理 和 工程 等 学 科 在 自 变量 . 因 变 量 和 参 
数 之 间 在 概 仍 上 的 相似 性 ,以 及 支配 葡 系 统 特性 的 种 学 科 的 站 本 
定律 之 间 的 类 似 性 ,使 描述 分 布 参数 系统 的 偏 微分 方程 模型 可 以 
大 为 简化 ,这 也 使 得 可 以 用 三 类 基本 仿 微 分 方 保 及 其 变形 来 拷 述 
几乎 所 有 物理 与 工程 领域 内 的 数学 模型 .， 

慷 微 分 方程 的 因 变 量 都 是 物理 量 ， 它们 构成 系统 的 激励 和 输 
出 效应 ， 各 物理 领域 中 的 这 些 因 变量 分 为 两 大 类 . 第 一 类 为 位 势 
饮 数 , 亦 称 为 交 及 变量 ,交叉 变 其 建立 了 场 内 基点 与 其 他 点 (或 任 
意 参 考点 ) 上 条 件 闻 的 关系 . 记录 交叉 变量 用 的 量 测 仪表 ,必须 后 
时 置 于 两 个 不 向 的 点 上 , 测 出 的 变量 幅 值 表示 西点 的 数值 差 ， 例 
如 传 热 系统 中 的 温度 ,重力 么 统 中 的 压强 ,流体 力学 系统 中 的 压强 
和 势能 ,静电 系统 和 电动 力 系 统 中 的 压强 或 电势 等 等 . 另 一 类 是 
流 基 函 数 ,也 称 为 穿 透 变量 . 穿 透 变量 只 需要 对 场 内 的 一 点 进行 
测定 ,其 值 表示 流 过 场 内 单元 横断 面 的 通 量 . 例如 热 系 统 中 的 热 
通 量 .流体 力学 系统 中 的 流速 .电动 学 系统 中 的 电流 密度 等 等 从 
数学 上 讲 , 交 义 变 量 是 标量 ,而 穿 透 变量 是 矢量 . 
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根据 场 内 组 成 物质 的 轩 有 物理 性 能 ,可 以 导出 数学 模型 中 的 
参数 ， 对 提出 偏 微分 方程 模型 的 各 物理 领域 调查 以 后 ,不 难 发 现 ， 
参数 的 类 型 不 外 乎 下 列 三 种 : 耗 散 和 阻尼 也 ,位 势 情 蔷 EP 和 流量 
储 车 已 参数 DD 是 对 场 的 组 成 物质 的 移 量 转换 成 热量 所 耗 散 的 
度量 ,或 者 是 在 热 传 递 系统 中 增加 信 所 耗 散 的 度量 ,例如 电气 系统 
中 的 电 限 率 ,流体 流动 系统 中 的 粘度 , 传 热 系 统 中 的 热 阻 率 等 等 . 
当场 的 组 成 物质 是 耗 散 器 时 ,位 势 和 流量 之 间 的 激励 /响应 关系 是 
一 种 比例 关系 . 例如 电气 彬 统 中 的 一 根 细 线 ,将 位 势 差 ,Ap 施加 
于 该 系统 某 小 段 的 两 端 , 进而 测 得 流量 f, 则 

Ap=— DArf 
其 中 ,局 是 单位 长 度 的 耗 散 ( 电 阻 率 ),Az 是 小 女 的 长 度 , 负 号 表示 
正 流量 在 位 热 碱 少 方向 流动 . 车 Ar 一 0, 则 


量 
0 


在 多 维 情况 下 ,有 
VP=~—DI 

其 中 ， 等 与 左 映 项 被 称 为 位 势 棋 度 ， 

假如 场 的 组 成 箔 质 能 够 临时 存储 物质 就 能 量 ， 则 该 物 质 充 当 
一 个 储 普 器 ,在 位 势 伴 昔 器 的 情况 下 ,每 当 物质 样本 上 跨 接 位 势 差 
时 ; 便 发 生存 储 ; 位 热 差 越 大 ,存储 晤 越 大 . 例如 ,每 当 电容 两 端 跨 
接 电 位 差 时 ,电容 便 存储 电能 , 当 在 两 庙 接 人 电阻 或 者 短 接 有 时, 电 
容 将 在 阻止 电位 谈 化 的 方向 上 产生 电流 ,流量 与 位 势 的 变化 率 成 
正比 . 在 具有 位 势 储蓄 特性 的 一 维 场 中 ;位 势 《zs 七 和 流量 
大 的 关系 为 


AF_ dp 
Af——E,AzT 


其 中 ,E, 是 每 单位 长 度 的 位 势 储 车 特性 . 令 Ar 一 0， 
2 近 
Ek + 名 


对 于 多 维系 统 , 有 
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.f= 一 已 到 


分 布 式 电容 或 电容 率 是 电场 内 储 营 位 势 的 参数 ,在 流体 流动 系统 
中 , 互 , 是 正 缩 率 ,在 热 传 递 系 统 中 , 互 , 是 热 容 基 或 辐射 率 . 

在 流 攻 储蓄 器 的 情况 中 ,每 当 流 量 流 经 场 内 物质 , 则 该 物质 便 
将 能 量 存储 下 来 . 例如 ,在 电路 中 ,每 当 电流 流 经 电感 , 则 电感 便 
存储 其 磁场 的 能 量 ， 车 电感 两 端 短 路 ; 则 产生 电压 ,其 极 性 是 阻碍 
电流 变化 的 方向 ,其 太 小 与 电流 变化 率 成 正比 , 即 


Ap=—EAx 尝 
其 中 ,Ey 是 单位 长 庆 的 流 鞭 储 蓄 . 令 Az~~0, 风 
对 于 三 维 情 况 , 有 

YPS—=— Er 人 


物理 领域 | 


, 


电感 率 | 电容 率 


价 必 的 介 电 常数 


电压 


电动 力学 | 


ml Mn 


-一 -um re 


分 布 电感 或 电感 率 是 分 布 电 系统 中 流量 储蓄 参数 ,而 在 流体 流动 
系统 中 ,密度 和 质量 是 流量 储 葡 参数 . 传 热 系统 不 具有 流量 堵 蓄 
器 的 性 质 . . 

菜 些 物理 领域 中 的 场 参数 如 表 6-1 所 示 ， 

在 确定 系统 性 能 及 其 数学 描述 时 ,系统 的 参数 的 类 型 起 着 十 
分 重要 的 作用 . 在 只 有 一 个 参数 呈现 ( 即 此 参数 与 其 他 参数 相 比 
有 具有 足够 大 的 幅 值 ) 的 场合 ,数学 模型 采用 椭圆 型 方程 ,诸如 拉 羡 
拉 斯 方程 或 泊 松 方程 ;在 耗 获 以 及 一 种 储蓄 (位 势 储蓄 或 流量 储 
蓄 ) 量 现 的 场合 ,采用 执 物 型 方程 .在 两 种 储蓄 类 列 都 呈现 的 场 
合 ; 则 采用 双 曲 型 偏 微 分 方程 米 表 征 场 特性 ， 


一 ,椭圆 型 偏 微分 方程 


椭圆 型 偏 微分 方程 表征 这 样 一 些 分 布 参数 系统 ,其 中 三 种 参 
数 形 相 中 至 少 有 一 种 是 不 可 忽视 的 , 即 凡 具有 纯 耗 散 、 纯 位 热 储 蓄 
或 纯 流量 人 镶 蓄 的 场 , 都 可 以 用 椭 济 型 偏 微分 方程 来 描述 . 另外, 它 
也 用 来 表示 这 样 的 场 ;系统 含有 耗 散 以 及 储 普 元 泰 , 但 它们 痢 已 达 
到 静态 或 稳 态 . 

1. 方程 的 建立 

研究 图 所 示 系 统 : 一 根 细 导 线 的 一 端 与 具有 恒 值 位 势 ,的 电 . 
源 相 接 ,该 电线 的 耗 散 参数 是 常 值 ,电线 的 另 一 端 与 零 位 势 电 源 相 
接 . 该 系统 中 五, 和 Ej 可 以 忽略 不 计 , 故 在 边界 点 rz: 和 rs 上 ,位 
势 /流量 关系 为 


二 1 


图 6-5 -~- 维 电阻 场 
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的 -| 购 -- 


因为 候 定 场 是 纯 耗 散 的 ,在 元 素 段 内 不 可 能 有 存储 ,按照 守恒 
定律 ,有 


fi 一 n= 
1 工 pl 
故 育 B22) | - 
令 Azr—0 k=0 
该 方程 被 称 为 一 维 拉 普 拉 斯 方程 ,其 边界 条 件 为 
p=prs 当 工 二 9 时 


二 pt 二 0; 当 二 鞋 时 
对 于 三 维 情况 , 拉 普 拉 斯 方程 为 
9 + 人 +0 

在 指定 的 边界 条 件 下 , 它 将 完全 表征 场 内 的 位 势 分 布 . 

引入 拉 普 拉 斯 算 子 WV 或 A) ,可 将 拉 普 拉 斯 方程 表示 为 更 紧 
凌 的 形式 

div (gradp)=\V + (Vp)=0 

或 Vip=0 

边界 条 件 有 两 种 :位 热 或 流量 边 值 ， 上 例 吓 对 位 热 给 出 的 . 
对 于 流量 , 若 没 有 流量 经 过 无 激励 的 边界 , 则 与 边界 正 变 的 位 势 梯 
上 度 为 零 , 若 在 边界 上 给 定 非 零 流量 , 则 与 该 边界 正 交 的 位 势 梯度 应 
与 流 基 成 比例 . 该 边界 条 件 可 以 应 示 成 更 道 用 的 形式 


四 一 点 1， 2 一 


其 中 ,如 和 如 是 给 定常 数 或 空间 变量 的 函数 .a 是 与 边界 正 交 的 
方向 
2. 方程 的 修正 形式 
1 非 均匀 洽 
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在 上 述 方程 的 推导 中 ,假定 场 特性 是 均 句 而 各 向 辣 性 的 ,对 于 
五 是 依赖 于 空间 的 参数 ,上 述 推导 应 作 适 当 修 正 ， 


/直路 | 4 一直 路 |， 
增 [ 黄 办 .南天 


_1 apl_ 
3 pre 


对 于 三 维 空间 的 非 均 匀 场 ,有 


-二 襄 ) 刘 店 ~。 
arl Dar | Day Bae! D pr’ 


上 述 推 导 , 对 DD 一 D(p) 也 适用 . 

2° 活动 坐标 

车 流量 流 经 的 介质 本 身 是 移动 的 场 , 拉 普 拉 斯 方程 也 变 作 赂 
正 , 这 种 情况 相当 于 坐标 系统 的 原点 (空间 各 位 置 都 以 它 为 基准 点 
进行 量 测 ) 正 以 某 一 指定 的 速度 移动 . 例如 ,在 静态 或 稳 态 的 热 伟 
递 中 ,考虑 服从 拉 普 拉 斯 方程 的 某 种 现象 . 车 流体 是 静止 的 , 则 场 
内 温 谋 分 布 将 服从 菇 本 拉 普 拉 斯 方程 V:p 一 0. 车 组 成 场 的 流体 
沿 z 方向 流动 , 则 热 传 递 床 仅 受 到 畜 度 梯度 的 豆 啊 ,而 且 会 党 到 
流体 粒子 速度 的 影响 ,对 于 一 维和 三 维 空间 情况 ,分 别 修正 为 


有 


令 AT—0, 


dp_ ,dp 

dri “dr 
宇 
2 兹 +v, 冯 
Br oy gr 


其 中 mo。 和 vw 分别 是 zy 和 >* 方 向 上 坐标 系统 的 速度 . 等 式 右 
端 项 正 是 wx 的 散 度 div (wp). 
3° 源 和 /或 汇集 点 
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当场 内 有 分 布 的 源 或 流量 汇集 点 起 作用 时 ,在 一 维 拉 普 拉 斯 
方程 的 推导 中 应 加 入 流量 的 输入 (或 输出 } 项 . 


-用 =~/Az， 得 8= 一 / 
其 中 ,六 为 单位 长 度 上 的 流入 量 . 
对 于 非 均匀 三 维 问题 , 拉 普 拉 斯 方程 的 通 式 为 


Ve 言 VP| = 一 A 


该 方程 称 为 泊 松 方程 

3. 场 特 性 

拉 普 拉 斯 方程 描述 的 场 具有 某 些 重要 特性 : 

1° 稳 态 特性 . 拉 普 拉 斯 方程 不 包含 时 间 独 立 变量 ,这 是 由 于 
系统 内 只 有 一 种 参数 类 型 直接 造成 的 . 由 于 不 存在 另外 两 种 参数 
(位 势 和 流量 的 储蓄 ) , 当 激 而 是 时 间 的 函数 时 ,系统 各 处 的 响应 将 
具有 完全 相同 的 瞬 态 特性 ,而 且 在 场 内 各 点 上 立即 达到 稳 态 ， 

2° 激励 仅 施加 在 边界 上 或 场 的 尽头 ,在 端的 内 部 不 出 现任 何 
位 势 源 或 流量 源 . 困 此 根据 守 便 原理 ,出 入 场 的 能 量 或 物质 一 ' 定 
是 由 外 部 源 造成 的 ,而 且 所 有 的 流量 线 必定 终止 在 边界 上 ,这 就 意 
味 着 场 内 不 大 可 能 有 位 势 最 大 的 值 或 最 小 值 . 若 出 现 位 势 最 大 
值 ,就 意味 着 在 场 内 某 些 点 比邻 点 有 更 高 的 位 势 ， 而 度 量 总 是 从 
高 位 势 流向 低位 势 ,这 样 ,共有 极 大 值 前 点 将 向 各 个 方法 流出 能 量 
或 物质 , 在 矢量 分 析 中 , 称 为 发 散 . 因而 ,服从 拉 普 拉 斯 方程 的 场 
一 定 是 没有 发 散 的 ( 散 度 为 零 ). 同样 ,位 势 极 小 意 昧 着 存在 能 量 
或 物质 的 汇集 点 ,这 也 将 破坏 连续 守 亿 原理 ,意味 着 在 场 内 的 位 势 
梯度 不 可 能 改变 极 性 . 

拉 营 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 的 适用 范围 很 广 ， 

在 物理 学 中 有 三 种 基本 物理 的 引力 场 , 妈 由 物质 ,电荷 及 磁极 
产生 的 场 . 所 有 不 全 这些 场 干扰 的 自由 空间 区 域 是 服从 拉 普 拉 斯 
方程 的 系统 ， 

在 流体 流动 系统 中 ,车 液体 粒子 流 过 一 种 含有 细 空 陈 的 介质 
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(如 坚实 的 沙子 ), 则 粘 滞 磨 控 如 于 液体 的 力 将 大 大 超过 惯性 力 . 
又 车 液体 是 不 可 压缩 的 : 即 不 可 能 有 流体 粒子 的 存 鱼 , 则 该 系统 是 
纯 耗 散 的 ,可 以 用 拉 普 拉 斯 方程 来 描述 . 

当 不 可 压缩 的 液体 流入 松 政 的 孔 或 管道 时 ,通常 可 以 认为 它 
是 粘 淋 性 忽略 不 计 的 理想 流体 ,在 这 些 情 品 下 ,只 考虑 惯性 力 ( 动 
能 ) ,因而 该 系统 也 服从 拉 普 拉 斯 方程 . 在 流体 流动 系统 中 , 流 基 
函数 ( 穿 透 变量 ?是 流体 粒子 的 稳定 速度 ,由 于 流体 粒子 也 可 以 绕 
自身 的 轴 而 旋转 ,因此 车 要 使 用 拉 普 拉 斯 方程 ,就 必须 是 在 不 旋转 
的 流动 情况 .对 矢量 场 , 拉 普 拉 斯 方程 措 述 的 调和 场 ,是 无 源 无 旋 
场 , 即 

divpss0， votp=0 


二 .抛物 型 偏 微分 方程 


抛物 型 方程 在 不 同 场合 也 被 称 作 扩散 方程 或 传导 方程 . 首 
先 ,对 简单 的 一 维系 统 推导 其 方程 ,如 图 6€-6 所 示 . 这 时 , 场 内 不 
仅 包 含 分 布 耗 散 , 而 且 还 有 分 布 储蓄 特性 (位 势 或 流量 )， 图 示 系 
统 可 以 用 来 描述 一 个 通过 电解 质 体 (位 势 储 营 ) 与 大 地 态 合 的 电阻 
嘛 ( 耗 散 ), 也 可 以 表示 一 个 呈现 热 阻 5 耗 散 ?和 热 容器 (位 势 情 车 ) 
的 热 导 体 . 


i 
:0 三 耗 散 得 z=L 入 | 1- 达 
© 位 热情 六 器 1 二 


一 一 二 一 一 


图 6-6 具有 位 势 材 萃 关 的 一 维 胃 抗 表 
现在 除了 沿 导 体 的 流量 六 和 户外 ,还 有 进入 情 蔷 恬 的 流量 
让 :根据 守恒 原理 ,有 
一 A= (1) 


用 Es 表示 单位 长 度 的 存 刍 特 性 , 则 


太一 一 ErAz 中 (2) 
其 中 ， 是 微分 元 罕 相 对 于 大 地 的 平均 位 势 ,E， Azr 是 该 元 素 的 总 
堵车 容量 ， 
对 流量 太一 万 利用 Taglor 级 数 展开 ,忽略 高 阶 项 , 则 
一 = — LAr (3) 
妈 因 为 流量 与 位 势 梯度 的 关系 为 
7 一 工 瑞 
Dazr 
对 之 微分 ,得 
af 3,18 
A pe (4) 
将 (3) 式 代入 (2) 式 ,得 
-Ax=EArE (5) 
将 (4) 式 代入 (5) 式 ,得 | 
18 
志方 弓 j 一 一 已 学 


该 方程 条 为 一 维护 做 方程 - 由 于 方程 含有 时 间 上 和 空间 位 置 变 
基 , 所 以 在 求解 时 ,还 要 求 提供 初始 时 刻 上 一 0 时, 场 上 各 点 的 位 势 
(x0)( 初 值 条 件 ) 和 边 值 条 件 ; 记 (60,2) 一 polt) ,pCL,t) = p(t)， 


这 时 便 可 确定 :>0 时 场 内 名 点 的 位 势 . 
对 于 三 维 扩散 场 ,有 
18 "la arlg 多 
冯 | 十 芝 ] 十 忌 | 证 名] 十 三 | 证 外 | = 到 吕 
对 于 均匀 ,有 


op sp, 9p 3 一 2 户 
a tow ta — DE, af 或 六 一 2t 


当然 还 应 包括 相应 初 边 值 条 件 . 其 中 ,对 初 值 有 两 种 所 法 :着 有 位 
势 储 蕾 存在 , 则 必须 给 定位 势 分 布 的 初 值 ptx,y,z,0): 若 有 流量 
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情 著 存在 , 则 必须 给 定位 势 变 化 率 的 初 值 吃 全 :220 
当 发 生 扩 薇 的 介质 本 身 也 是 运动 的 , 即 坐标 系 是 充 动 的 , 则 扩 
散 方 程 为 
vB) =E, Ete. Vp 

其 中 ,s 是 介质 的 速度 ,这 种 场 包含 复合 的 质量 传递 和 扩散 . 

” 若 流 量 分 布 源 存在 , 即 系统 中 含有 新 散 和 某 种 储蓄 参数 时 ,就 
使 扩散 方程 右边 项 中 加 进 正比 于 分 布 源 的 一 项 ,对 于 非 均 匀 场 , 则 
有 


vB72)-E, -7 

由 扩散 方程 描述 的 场 具有 如 下 特性 : 

1 扩散 方程 所 表示 的 系统 兼 有 新 散 参数 和 茶 种 储 普 参数 (只 
能 表现 一 种 储 蔷 参 数 )， 耗 散 参 数 和 某 种 储 善 参数 的 同时 存在 , 表 
示 出 该 系统 的 响应 不 能 立即 达到 终 值 或 稳 态 值 . 常数 由 系统 参数 
决定 , 它 量度 延迟 的 大 小 : 因此 ,在 这 些 场 中 ,时 间 一 定 是 独立 变 
量 . 

2* 对 于 包含 一 种 存 铺 元 素 ( 而 不 是 两 种 的 系统 , 当 边 界 上 的 
激励 有 耳 变 时 , 场 内 的 位 势 响应 将 单调 地 追 近 终 值 , 即 位 势 榜 度 的 
极 性 没有 变化 ,而 且 场 位 势 的 终 值 也 没有 趋 调 现象 . 由 此 , 扩 和 获 方 
程 有 时 还 称 为 “调匀 方 和 性", 其 中 迫近 余 值 的 速率 由 耗 散 参数 和 储 
车 参数 决定 . 显然 ,如 果 存 在 稳 态 条 件 , 也 就 是 说 , 若 激励 不 是 时 
间 的 西数 ,并 且 当 激 砍 变 化 后 ,已 历经 了 足够 的 时 间 , 则 扩散 方程 
中 的 名 为 零 , 由 此 可 以 认为 拉 普 拉 斯 方 积 是 扩散 方程 的 特殊 或 退 


化 情况 ， 
扩散 方程 可 用 来 措 述 含有 耗 散 参 数 和 某 一 种 储 车 参数 的 场 问 
题 . 在 热 传 递 问题 中 ,通常 所 研究 的 系统 是 含有 热 阻 和 热 容 器 的 
三 维 场 , 热 了 和 热 容 器 分 别 作为 耗 散 型 和 储 蕾 位 执 参 数 . 尽管 热 
盟 不 像 电 朋 那样 具有 胡 量 转换 ,但 从 炉 的 角度 来 看 ,可 以 认为 这 两 
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种 隐 抗 在 各 自 范围 内 起 着 相 伏 的 作用 ,即使 得 响 诬 的 终 值 延 迟 (或 
阻尼 ) 实 现 . 因此 ,只 要 给 定 边 界 上 的 温度 (或 热流 量 ) 以 及 场 内 初 
始 时 刻 的 温度 分 布 ,就 可 以 由 扩散 方程 确定 出 场 内 性 意 时 刻 ( 初 始 
时 刻 后 ?各 处 的 温度 . 

扩散 也 可 以 用 来 描述 该 空间 中 某 种 流体 粒子 的 扩散 现象 , 例 
如 一 氧化 碳 在 静 上 空气 中 的 扩散 , 夏 水 在 静止 水 中 的 扩散 ， 通常 ， 
在 这 些 问 题 中 ,我 们 的 注意 力 集中 在 两 种 流体 中 某 一 种 的 浓度 . 
扩散 也 运用 了 固体 骸 收 芒 体 粒子 问题 ,以 及 充满 液体 的 多 也 国体 
的 于 燥 问 题 等 . 

对 于 不 旋转 的 ,不 可 压缩 的 流动 问题 ,由 于 有 粘 灌 力 和 惯性 力 
产生 ,因而 也 可 必用 扩散 方程 预测 流动 启 体 中 各 点 的 速度 位 势 或 
压强 . 不 计 惯 性 力 的 可 压缩 流体 的 粘 沾 流 和 问题, 例如 志和 孔 介质 中 
的 气体 流动 问题 ,也 可 用 扩散 方程 进行 分 析 . 


三 . 双 井 型 偏 微分 方程 

1. 波动 方程 

这 类 方程 被 称 为 波动 方程 ,是 因为 它 能 描述 波 的 运动 . 如 图 
6-7 所 示 的 一 维系 统 中 具有 位 势 和 流量 储 兽 的 分 布 参 数 ,但 没有 
耗 散 存在 . 这 类 系统 可 以 用 来 表示 一 种 电 传输 线 ,其 中 阻抗 不 计 ， 


但 具有 显著 的 对 地 耦合 药 电 导 率 和 解 电 率 ， 
r=0 dln I 三 工 7 Ar a 
(m) 位 势 请 营 三 人 
工 = 


图 6-7 具有 流量 和 位 势 赃 著 的 一 维 场 
由 位 势 储 革 的 特性 , 沿 系 统 长 度 方向 的 流量 变化 率 为 
4 《6] 
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由 流量 储 管 的 特性 .位 势 梯 度 与 流量 变化 率 有 关系 式 


_ ap of 
EE se at (7) 


将 上 1) 式 对 时 闻 守 微分 ,(2) 式 对 微分 ,得 


EL a 


联 工商 方程 ,有 


3 
人 p 身 
=EEr 2 
A 全 


这 就 是 一 维 波动 方程 . 在 求解 时 ,还 必须 知道 边界 条 件 p50,t) 二 
玉 o 和 产 ( 过 ,一声 (i 以 及 两 个 初始 条 件 ,它们 相应 于 5 一 和 时刻 
系统 各 点 的 位 势 和 流量 , 即 p(x,0)=gtr) 以 及 位 势 变 化 率 


atz 0 0 
at ， 


对 于 三 维 博 况 , 有 
Wp 二 

通常 ,对 于 不 包含 耗 散 或 阻尼 系数 ,但 是 同时 具有 位 势 和 流量 
悄 普 参数 的 系统 ,波动 方程 总 是 适用 的 . 这 两 储 革 的 呈现 ,意味 着 
物质 或 能 量 间 的 一 种 内 部 变化 ,加 于 该 系统 的 能 量 ,或 者 初始 状 
态 时 至 现 于 该 系统 中 的 能 量 ,都 不 会 损 和 失掉, 其 中 只 存在 动能 与 势 
能 间 的 来 加 转变 ,有 即 形 成 波动 和 振荡 形式 . 

在 电 系 统 中 ,没有 电阻 ,但 是 兼 有 感 抗 和 和 容 抗 的 情形 ,下 可 用 该 
动 方程 描述 ,这 是 理想 传输 的 情况 . 

在 动力 学 中 ,对 于 粘 汪 阻尼 部 路 不 计 , 但 是 齐 有 惯性 力 和 弹 管 
力 的 情况 ,也 可 用 纯 滤 动 方程 措 述 ,例如 阻尼 不 计 的 落 振 动 和 鼓 面 
振动 . 

在 流体 力学 中 ,流量 存储 与 各 流体 粒子 的 惯性 有 关 , 而 流体 中 
的 位 势 存储 则 意 昧 着 流体 的 压缩 . 车 烙 滞 力 比 惯性 力 小 到 可 以 忽 
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覆 不 计 , 而 流体 又 是 可 压缩 的 , 则 也 可 以 使 用 恋 动 方程 
2. 阻尼 波动 方程 

面 只 讨论 了 含有 两 种 参数 的 系统 . 实际 上 ,许多 系统 既 包 
括 本 种 储 著 又 具有 一 定 幅 值 的 耗 获 . 不 失 一 般 性 ,有 必要 提供 两 
种 耗 获 : 串 联 耗 散 D,, 它 反映 了 流量 流 引 起 的 能 量 耗 前 ;并 联 耗 散 
D,; 它 引入 “ 洪 露 ”造成 的 系统 能 量 报 失 . 在 电气 传递 中 ,传输 线 
上 有 相当 大 的 串联 电阻 .电感 以 及 两 线 之 间 的 没 露 电导 和 介 电 硬 
合 . 当 用 守恒 原理 去 表达 x 坐标 方向 的 流量 变化 廊 一 疡 时 ,必须 
包括 流入 位 势 储 著 器 的 能 曹 以 及 贯穿 并 联 耗 散 元 素 的 能 量 , 即 有 


1 
-全 = BPtE, 罗 


类 他 地 ,位 势 梯度 表示 成 
pppre 


上 述 两 方程 对 #p 的 联 立 解 为 
EE,E; E+(D,E, +ED) +D,Dp 
这 是 大 多 数 一 维 场 的 通用 表达 式 , 也 称 为 电极 方程 ,因为 它 描 述 了 
语 电 流传 输 线 上 的 申 朱 分 布 . 
显然 ,车 上 述 方 程 中 帮 ,=D, 王 0, 则 化 为 波动 方程 ;者 El 二 也 
二 0, 则 为 扩散 方程 ; 若 四 种 参数 Ej、E,.D, 或 了， 中 任意 三 种 为 
零 , 则 为 拉 普 拉 斯 方程 . 方程 可 一 般 地 写成 


Vip=h eft Etsp 


它 要 求 有 波动 方程 相同 的 边界 条 件 和 初始 条 件 . 
在 边界 芋 加 入 阶 路 函数 激励 ,电报 方程 措 述 的 系统 的 特征 响 
应 是 一 种 阻尼 据 苏 , 玛 当地 趋 近 于 平 衔 条 件 ,该 过 程 不 一 定 是 单 
调 的 (如 扩散 方程 的 情形 ), 而 是 可 能 在 平衡 状态 的 周围 产生 超 调 
和 振 茵 .从 这 点 上 讲 , 该 方程 相应 于 含有 电阻 ,电容 和 电器 的 集中 
参数 系统 的 常 微分 方程 特征 ,并 呈现 出 和 欠 阻 尼 、 恪 界 租 中 和 过 隐 是 
I60 


的 等 性 ， 

阻尼 波动 方程 可 以 描述 所 有 旺 现 出 三 种 参数 类 型 的 物理 系 
统 . 例如 ,含有 较 大 质量 . 弹 和 力 和 粘 滞 阻 尼 的 动力 场 ,一 根 握 芝 或 
一 张 松 紧 面 .在 受到 突然 吹 动 或 激励 后 ,形成 的 逐 靖 消 朱 的 正弦 振 
划 , 以 及 兼 有 粘 洁 力 和 惯性 力 的 可 正 缩 流体 等 等 . 


\ 邓 调和 方程 


双 调 和 方程 是 弹性 理论 中 的 一 类 特殊 方程 . 在 应 力 分 析 中 ， 
穿 透 变量 (应 力 ) 不 是 矢量 ， 好 不 能 用 幅 值 和 方 窗 来 定义 , 它 是 张 
量 , 其 中 三 个 分 量 是 x、y、z 方向 的 分 量 , 另 外 三 个 分 量 是 定义 应 
力 参 数 平 丰 的. 实际 上 只 关心 丙种 应 方 ， 即 法 向 应 力 和 彰 切 应 
力 . 在 弹性 力学 中 ,与 通用 守 怪 原理 相 适 应 的 基本 定律 是 平衡 方 
程 和 相 容 方程 , 当 使 用 这 些 方 程 去 建立 弹性 体内 的 应 力 和 变形 间 
的 关系 时 ,下 以 按 下 列 方 程 定义 应 力 函 数 纪 


2 
Et Ei ER . 
~- 二 一 一 和 ， 一 一 一 
2277 oy "' gardy Per 


其 中 ,oz 和 分 别 是 x 和» 方向 上 的 法 向 应 力 ,psy 是 相应 的 前 切 
应 力 ,在 静态 条 件 下 ,平衡 性 和 相 容 性 就 导致 所 谓 双 调和 方程 ,其 
一 维 形式 为 

sg_o 

二 


二 维 形式 为 
2 + 


Ee 
引进 双 调 和 算 子 入 * , 则 方程 可 用 紧 央 形式 表示 为 
Vig—0 
在 应 力 问题 中 ,所 研究 的 调和 弹性 板 的 重 景 ,相当 于 内 部 分 布 源 ， 
当 弹 性 或 分 的 重量 较 太 时 ,方程 恬 正 为 
SP 一 外 
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其 中 ,是 单位 长 度 或 单位 面积 的 重量 . 
在 瞬 态 条 件 下 ,由 杨 氏 模 量 表征 的 弹簧 力 将 起 作用 ,进而 旦 现 
振荡 ,并 描述 为 


YY 2 
在 更 一 般 的 情况 下 ,方程 被 修正 为 


4 Pp , ap 
AWAY AR a 十 上， of Tks? 


36.4 实 份 


例 6-1 地 面 水 源 的 污染 和 净化 

大 们 圣 已 认识 到 ,空气 和 水 的 污染 ,给 人 们 精神 和 健康 上 带 来 
不 良 影响 是 一 个 严重 的 间 题 , 70 年 代 初 期 ,日 趋 严 重 的 环境 问题 
开始 被 看 作 基 国内 和 国际 性 的 危机 . 这 个 例子 是 研究 地 面 水 源 
湖泊, 河流) 污染 和 净化 的 一 个 简化 模型 . 

根据 $6.1 中 对 扩 获 方程 的 分 析 ,; 设 水 源 中 污染 物 的 浓度 为 c 
《x,y zo): 则 其 变化 规律 可 用 下 列 方程 描述 : 

(DD, E+ D, EE) +ED, ES) 

BT Ek Eb 9%y EE 8 

一 部 十 rs 2 十 ww tv EHO yt +R ry et) (1) 
其 中 vyvywrv: 为 水 源 在 =.y* 三 个 方向 上 的 流速 ;DD;,D,,D. 为 
污染 物 在 x、y,z 三 个 方向 上 的 扩散 速率 (包括 分 子 扩散 的 随机 运 
动 , 表 现 为 污染 粒子 从 高 深度 点 到 低 滚 度 点 的 净 运 动 ,以 及 由 于 不 
同 的 粒子 有 不 辐 的 弯曲 上 路径, 造成 不 规 旭 的 流动 ,从 而 引起 的 分 获 
性 ) ;Qtzr,y ,2st 为 污染 源 ;RLZ,y,z1t) 描 述 了 污染 物化 学 衰变 ， 

如 果 企 图 计算 某 一 点 突然 排出 污染 物 的 瞩 态 污染 情况 ,并 且 
不 考虑 污染 物化 学 误 变 . 为 简化 起 见 ,假设 源 内 水 沿 > 轴 方 向 流 
动 ; 即 vw 一 vv ,二 v= 二 0,D;= 二 DD, 二 DD 一 D, 选取 排出 污染 处 为 坐 
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标 原点 ,冲击 强度 为 人 &; 则 方程 可 表示 为 


ac BC gc ar | ei 
+ 一 D( 结 上 各 十 敌 ]=QsCyz 
这 是 扩散 方程 的 初 值 问题 或 称 自 由 边界 问题 . 
其 解析 解 为 
名 (TU) ye 
ery mep| — te | 
一 般 的 间 题 可 以 用 数值 方法 求解 . 


对 于 那些 较 罕 的 河流 ,方程 可 进一步 简化 为 
Ee BC BC 
有 五 一 :一 wt” 二 十 Gd 


Br 
利用 这 一 方程 ,计算 一 段 时 间 内 大 块 污染 物 顺 流 而 下 的 扩 莹 
情况 如 图 6-8 所 示 
对 于 采用 注入 清水 净化 湖泊 问题 ,可 对 《1} 式 求 数值 解 , 其 中 
名 二 Q(t) ,表示 在 坐标 原点 注入 清水 , 即 可 得 到 在 任意 时 刻 *, 任 何 
空间 位 置 点 处 的 污染 物 深度 .从 而 判断 净化 效果 . 


、 t 一 25 
4 ~ t= HO 


? 其 高 类 1000 天 
6-8 ”污染 物 顺 流 而 下 扩散 的 该 度 分 布 图 
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若 建 模 的 目的 ,主要 是 为 了 提高 决策 能 力 的 话 , 则 从 定性 和 定 
量 测 量 的 观点 来 看 ,并 不 认为 偏 微 分 方程 模型 是 必 不 可 少 的 . 在 
净化 问题 中 ,如 打 只 是 希望 粗略 地 估计 注水 时 ,污染 物 浓度 的 变化 
规律 ,并 决定 注水 时 间 . 可 以 采用 集中 参数 的 方法 来 近 他 处 理 这 一 
分 布 参 数 系统 . 

假设 ;1° 水 源 的 蒸 发 量 与 妊 十 量 相等 ,流入 与 流出 水 宏 的 平 
均 速 它 相 等 ,因而 水 源 总 量 保持 不 变 ;2° 污水 不 发 生生 化 反应 ,也 
不 引起 沉积 ;3° 污水 在 水 源 中 允 时 混合 均匀 ; 即 水 源 中 污水 的 浓 
度 总 是 均匀 的 . 

设 t 时 刻 水 源 中 污水 浓度 为 c(2), 注 入 水 的 速率 v 及 注 和 人 水 
中 污水 浓度 ci 均 为 常量, 记 水 源 体 积 为 V, 水 源 中 污水 初始 浓度 为 
Eo: 

考 虚 在 Az 时 间 段 内 ,由 于 污染 物 的 平衡 ,可 得 . 

[ct 十 4 所 一 cf 弘一 [ce 一 ct] 了 At 二 OO) 
当 At->0 时 ,有 
jv P=.—e) 
Lo 一 ec 
这 和 是 一 醒 线 性 常 系数 微分 方程 ,其 解 为 
COU) eT— (ei— coe 

是 r=V /vw ， 

若 以 清水 注入 水 源 , 问 需 多 长 时 间 才 能 使 水 源 中 污水 浓度 降 
到 初始 深度 的 10%? 即 令 c 一 00ec 人 一 0. 1co; 汕 

0. leo=eoe 2 一 一 reln0. 122., 3V An. 

例 5-2 在 冻 主 地 区 施工 

在 冻 土 地 区 旋 工 面临 着 一 个 严峻 的 问题 :如 果 建 筑 物 下 面 的 
冰 融 化 了 ,那么 建筑 物 将 陷入 土壤 中 去 . 根据 国外 在 北极 施工 数 
十 年 的 经 验 ,解决 方法 是 使 建筑 物 下 面 的 土壤 顶层 永久 冰冻 . 具 
体 措施 是 用 某 种 方式 使 建筑 物 和 大 地 隔 热 ,以 防止 因 冰 的 融化 所 
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引起 的 支承 强度 的 降低 ,因此 建筑 物 的 地 夫 由 沙 、 石 子 .木料 和 其 
他 人 造 材 料 装 配 到 不 同 厚 度 的 各 个 夹 展 中 构成 ， 在 结构 设计 时 ， 
需要 一 套 方法 来 判别 给 出 的 设计 能 否 符合 要 求 , 即 防止 松散 的 窜 
合 水 分 的 土壤 解冻 . 判别 方法 的 主要 组 成 部 分 是 浏 定 地 面 温 度 状 
况 . 并 据 此 预测 地 下 温 庆 状况 . 


一 ,基本 模型 的 建立 


根据 问题 的 提 法 和 3 6,1 的 分 析 , 设 clriyz, 引 为 地 下 (x,y， 
z) 处 + 时刻 的 温度 , 则 可 描述 为 


-2|D. + 二 | 了, 苦 | 十 达 
Bt 3I 3 工 By ”ay 8 和 


cr ya st) oco ly 2 er p00 = f(r yz) 
其 中 坐标 系 的 选取 如 图 6-9 所 示 . 
这 一 模型 在 处 理 时 计算 
量 很 大 ,考虑 将 模型 简化 . 
下 忽 栈 边缘 效应 . 根据 
多 年 的 经 验 , 建 筑 物 的 边缘 
只 在 4 一 5 的 范围 内 受到 
边缘 热效应 的 作用 ,而 建筑 国 6.9 举 标 系 绝 选 了 
牺 在 每 个 方向 上 可 以 延 伟 
30ft 或 者 更 多 ,所 以 在 建筑 物 主要 部 分 下 的 湿度 场 只 与 深度 有 关 
. 这 时 温度 场 的 模型 只 是 时 间 和 广度 的 函数 . 
2 只 考 左 热传导 . 根据 沙子 和 砾石 的 特性 ,三 种 形式 的 热 传 
递 ‘ 辐 射 , 对 流 和 和 传导) 确实 都 哇 现在 渗水 的 泥土 中 . 不 过 经 验证 
明 , 在 这 样 一 种 介质 中 的 热 传 递 ,都 可 以 用 单纯 热传导 的 模型 作 充 
分 的 描述 . . 
3° 层 状 假设 . 设 建筑 物 的 地 基 由 很 多 层 厚 度 不 一 的 厚 块 组 
成 ,每 层 底 部 为 水 平 , 保 持 在 同一 温度 上 . 每 一 层 内 介质 为 均匀 的 ， 
考虑 没有 水 分 的 由 同类 材料 构成 的 单 层 模型 : 


万 纪 


4 
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各 2 站 du r,t) 
4 3 


其 中 ,ce 为 该 层 介 质 的 比 热 ,p 为 密度 ,为 传导 率 . 

在 观察 开始 时 的 地 下 初始 温度 分 布 

UCT T=) 

边 值 茶 件 : 

地 表 温 度 ww(0.1) 一 a (i) 

介质 底层 温度 wlX,t} 二 ux (在 底部 x 一 了 处 ,温度 将 固定 
在 某 一 温度 wx ,例如 wx 一 32°F， 

实际 上 ,地表 温 度 具 有 随机 性 ,此 处 为 简单 起 见 , 认 为 地 表 温 
度 是 时 间 的 一 个 确定 函数 . 

以 上 模型 是 一 个 适 定 的 初 边 值 混合 问题 . 要 求解 这 个 模型 ， 
必须 由 观测 和 试验 获得 函数 (zj ,wot?) 以 及 物理 常数 ,ce. 


二 , 单 层 模 型 的 深化 


现 考 虑 单 晨 的 均 句 模型 ,但 含有 访 水 混杂 状态 的 水 分 ,如 图 
6-10 所 下 ， 


深 土 (沙子 > 


洪 土 ( 补 子 2 


图 6-10 单 层 模 型 的 深化 
设 在 已 知 时 刻 , 子 在 直线 00: 以 上 是 潮湿 的 ,而 在 00 以 
二 是 冻结 的 . 显然 ,这 要 求 a(zo0)>32°F ,wx 之 32%F, 将 沙子 看 作 两 
层 ,对 00: 以 上 部 分 ,有 


an EE 
此 1 O10 -一 3 下 t=att 
1 or? [ at (OO, ) [| 
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其 中 必 :cvpl 的 值 依据 潮汐 沙子 测定 ,而 对 直线 00: 以 下 部 分 ,有 


2 
a Ei 
中 Be Pe 


其 中 ,cs ‘Ps 的 值 依据 冻结 沙子 测定 . 

为 了 计算 未 来 时 刻 的 临界 分 布 ,必须 研 合 自由 界面 00: 好 潜 
识 沙 子 和 冻结 沙子 间 的 温度 和 热 通 量 . 

温 放 情况 是 简单 的 , 潮 座 沙子 层 底部 和 冻结 沙子 屋顶 部 都 为 
水 的 冻结 温度 (32°*F). 所 以 

ti CS CF Ea (s(t) 0) = 32°F 

其 中 ,st 表示 自由 界面 00: ,see 为 潮湿 沙子 (Sand wet) 1s; 为 冻结 
沙子 (Sand ice. ). 这 是 第 一 个 自由 边界 条 件 . 

自然 ,自由 界面 (59) 随 着 时 间 推 移 会 移动 . 候 定 在 时 间 间 陋 
4 内. 界面;(G) 向 下 运动 了 臣 离 As, 那 么 隔 化 一 块 冻 结 钞 子 As ， 
4( 其 中 44 为 地 基 面 积 ) 用 去 热量 为 

Au 一 Draarz " A 

其 中 ms 为 谎 结 诊 子 的 密度 ,为 冻结 沙子 的 融 解 热 . 

面 融 化 所 需 热 量 , 由 从 潮 泊 沙子 流出 的 热量 减 去 传导 进 冰 话 
沙子 的 热 损 失 提 供 , 故 有 


Sitsr 


Asr 一 Ar 人 Se 一 po 名 
这 里 热 通 量 的 计算 ， 利用 了 热传导 的 Fourier 法 则 ;通过 一 个 面 的 
热流 率 与 这 个 面 的 面积 和 垂直 于 这 个 面 的 温度 梯度 成 正比 , 即 人 2 
二 一 上 A . 
令 A1 一 0, 得 到 了 第 二 个 自由 边界 菜 件 : 


地 于 了 BES 
a ksw™ i 一 = psrils’ Ct} 


为 了 找到 部 分 冻结 的 均匀 土质 让 的 温度 分 需要 同时 求解 
5 上 面 和 下 面 的 两 个 热传导 方程 服从 已 知 边界 和 自由 界面 条 件 
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ksr 


的 解 iwisw ,tsi ss }. 
三 .多 层 模型 


设 研究 的 结 档 由 均匀 的 但 不 相同 的 若干 层 组 成 ,这 些 层 可 以 
依次 建立 在 层 状 土壤 上 . 对 每 一 个 均匀 层 , 上 面 的 单 层 模型 都 适 
用 ,在 两 层 之 问 的 边界 上 ,假定 为 理想 连接 , 即 温度 和 热 通 量 蚌 连 
续 的 . 例如 ,如 果 在 深度 =z 处 ;有 一 个 沙子 层 和 石子 层 的 界 
面 , 则 


tim[w rt et)— utr Et 一 
. Ef Bu , ， 加 
lim[ pr te et]—0 


其 中 ,下 标 s 代表 沙子 tsand) ,下 标 g 代表 和 砂 故 (grit) ,传导 率 后 
和 上 的 值 与 钞 子 和 故 石 在 x: 处 是 否 为 潮湿 或 冻结 有 关 . 

综 上 所 述 , 度 状 介质 中 热传导 的 数学 模 送 可 以 描述 如 下 . 

假设 共有 m 个 固定 的 不 相同 的 层 , 对 从 深度 x: :到 二 的 第 : 
层 , 热 量 参 数 定义 恕 下， 

对 或 起 :冻结 (frozsn) 或 潮湿 (weft) 时 第 ; 层 的 热 导 率 . 

AP: 第 ; 层 的 密度 ,假定 对 于 潮湿 和 冻结 的 土壤 相同 ， 

cf 或 呈 : 湛 结 或 潮湿 的 第 i 层 热 窑 量 - 

:第 i 层 的 融 解 热 . 

记 a(zx, 人 0 为 在 zx 处 + 时 刻 的 温度 ;s (1) 为 冻 土 和 湿 土 之 间 的 
界面 ;iatz) 为 地 表 Cz==0) 妊 的 温度 ;wx 为 融 后 一 层 底 部 (x 一 zx) 处 
的 不 变温 度 (ax<32"F)ize(z)? 为 开始 计算 时 各 层 的 温 许 分布, 则 
层 状 介质 中 的 温度 分 布 由 下 述 自由 边界 问题 描述 : 

二 pp 到 一 0 
。 到 ED) 
其 中 ， (Fe (s(t) ,X) 
表面 边界 条 件 ut0,t) =—a(t) 
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在 由 定 界 面 上 的 热流 条 件 


lim[u (xi Est ur est) |=0 
im[ kr 是 二 
lim[ 玫 D2 Esty Br 十 Et D 


底部 边界 条 件 WR =—=ux 
自由 边界 染 忻 limwtst) et) = limats() et)=0 


. put ,At ds 
lim[R se 下] 二 pi 


{其 中 j 为 合 有 sQ) 层 的 标号 〉》- 
初 值 条 件 u(r 0 uo (rx) 

ust 工 ) 二 0 处 的 是 ss 是 自由 界面 的 初始 位 置 , 因 此 x(07 一 sc 

这 一 问题 称 为 双 相 斯 碟 浪 ‘(stefan) 问 题 ,以 纪念 奥地利 物理 
学 家 J. Stefan. 他 用 这 种 模型 研究 了 六 一 一 水 系统 . 这 种 类 型 的 
问题 在 化 学 反映 ,生物 的 扩散 , 粘 弹 柱 的 扩散 和 恒星 演化 中 得 到 应 
用 . 

下 面 是 对 永久 冻 土 上 人 得 的 四 层 结构 中 ,对 地 下 温 产 的 预测 ， 
如 图 6-11 所 示 : 


图 6-11 好 囊 温 杀 变 化 时 融化 深 麻 图 示 
例 6-3 航道 问题 
现 测 得 一 矩形 水 域 (75200)Xx (一 50,150) 中 的 某 些 点 水 深 如 
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表 人 单位 : 米 )* 如 果 你 的 船 吃水 为 5 米 , 癌 你 应 避免 进入 哪些 区 域 ? 
表 6-2 航道 水 深 测量 数据 


TX |129.0F140.0|108.5| 88.0 |185.5|195.0|105.51157.53 


y | 7-5 aL. 28. 0 |147.0 


实际 上 ,只 要 能 画 出 该 水 域 的 等 次 线 图 或 三 维 地 形 图 ,问题 即 
可 解决 . 因此 这 是 一 个 很 据 部 分 测量 数据 (zx, yi) ,一 1,2， 
…， 作 曲面 拟 合 的 问题 . 而 利用 三 次 样 条 作曲 面 拟 合 ,必须 知道 
网 格 节点 上 的 值 . 

已 知 部 分 网 格 节 点 上 的 值 f(x) 计 二 1,2,-…,n, 求 其 他 网 
格 节 点 上 的 值 ,这 是 插值 问题 . 处 理 平 面 播 俏 问 题 有 三 种 主要 方 
法 ， . 

i. 加 权 法 

任意 点 (zx,y) 处 的 函数 值 Fir,y)， ,可 利用 周转 已 知 息 Ces 
的 函数 值 f 加 权 得 于 


Fz) = Sw Wf roilsy) 
k=lI - 四 . 


其 中 ,ww 二 1/[ Ce 一 十 Cy 一 y)*] 
2. 最 小 二 大 法 
选取 适当 的 模型 沙 数 下 (anal a "Ty) ;使 


min PLA— Flaosa sa Te ye) J wert Ys) 
k=] 


其 中 ,所 可 选 为 三 次 样 条 ， 
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3. 直接 解 差 分 方程 

将 昌 面 认为 是 某 坟 微分 方程 的 解 曲 面 ,求解 此 人 篇 秒 分 方程 ,可 
得 网 格 节 点 上 的 值 . . 

具体 分 折 该 问题 所 提供 的 测量 数据 ， 在 网 格 上 是 稀 开 的 ， 如 图 
6-12 所 示 . 
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图 6-12 测量 数据 在 网 格 上 的 图 示 

考虑 采用 第 三 种 方法 . 将 水 域 稳 面 设 想 为 一 矩形 板 , 在 (x;， 
二 1,2,… 相爱 到 力 的 作用 ;产生 形变 , 设 utz,y) 为 位 移 , 则 
满足 &8 6.3 中 分 析 的 双 调 和 方程 


入 站 - i 二 TY 二 Yr 下 二 1 2p" sn 
2 2 a ;十 = 此 ks k 

9 二 a Dy py 0 ”其 他 

自由 边界 条 性 ， 


采用 中 心 差分 将 2 ,2 二 ,2 高 散 化 ,得 有 限 差分 方程 ， 
1° 对 于 域内 部 网 咎 书 点 ， 有 
Hee ti Wa 
wi12 ~ Blt 二 i120u=0 
2” 对 于 边界 上 的 节点 ， | 
Ln 
—4(8 1 Tt = 
3* 对 于 有 一 列 来 自 某 一 边界 的 节点 ， 
Hes iat erst Dt tt a 1 
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wi Bi di 1 Dm 0 
4” 对 于 角落 上 的 节点 ， 
Doi t= 人 0 
5° 对 于 紧 接着 一 个 角落 的 节点 
Wie ea 1 
— Brst ur) dw 18n.;—0 
6" 对 于 在 一 边 上 紧 接着 一 个 角落 的 节点 ， 
tjs 1 jt DU 1 
—4 (mri i) bm, ;= 0 
渤 代 后 ， 获 得 网 格 节 点 的 值 ， 即 偏 微分 方程 的 数值 解 ， 利 用 
三 次 样 条 作曲 面 拟 合 ， 得 水 域 地 形 图 ， 问 题 得 到 解决 ， 如 图 6-13 
所 示 ， 


incrnoaing 
depth 


安福 


图 6-13 河床 地 形 图 


8 6.5 ”数学 物理 反问 题 4 


在 各 种 不 同 的 学 科 领 域 中 ,经 常会 遇 到 量 之 间 的 转化 以 及 问 
题 的 “对 称 ” 最 常见 的 綦 的 转化 是 已 知 量 与 未 知县 的 转化 ,例如 原 
问题 的 已 知 量变 成 了 新 闻 题 的 未 知 量 , 可 以 把 这 样 一 对 问题 称 为 
正 ` 反 问题 :例如 在 代数 中 如 果 将 已 知 方程 求 根 称 为 正 问题 的 话 ， 
那么 由 根 求 方程 的 系数 就 是 代数 方程 的 反问 题 - 
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微分 方程 是 描述 与 刻 划 物 理 过 程 、 系 统 状态 .社会 与 生物 现象 
的 有 力 工 具 . 牛顿 (Newton) 说 “探索 自然 界 的 奥秘 在 于 解 微分 方 
程 ” 这 种 由 “原因 " 推 得 “结果 ”无 疑 在 人 类 认识 自然 与 改造 自然 
中 起 到 了 重要 作用 . 微分 方程 反问 题 是 指 由 “ 困 " 反 推 * 因 ”, 即 已 
知 或 部 分 已 知 微分 方程 的 解 反 求 方程 中 的 未 知 部 分 . 

在 前 面 已 经 看 到 , 偏 微分 方程 的 定 解 问题 一 一 正 问题 ,通常 是 
寻求 满足 支配 方程 .初始 条 件 与 边界 条 件 [ 对 某 些 方程 可 能 没有 初 
始 条 件 或 边界 条 件 ) 的 解 . 如 果 在 微分 方程 定 解 问题 中 原来 已 知 
量 中 的 某 一 个 或 某 几 个 变 成 了 禾 知 量 , 而 原来 未 知 的 郴 数 现在 或 
者 是 已 知 的 ,或 者 是 与 这 未 知 函 数 有 关 的 某 些 信息 是 已 知 的 , 称 这 
些 信 息 为 “附加 条 件 ” 微分 方程 反问 题 是 措 由 支配 方程 , 初 边 值 条 
件 和 附 吉 条 件 去 确定 原 问 题 中 的 未 知 量 . 附加 条 件 的 给 法 在 微分 
方程 反问 题 中 十 分 重要 ,在 理论 上 应 保证 解 的 存在 性 和 唯一 性 (有 
时 不 要 求解 的 唯一 性 ) ,在 实践 中 则 要 求 这 些 量 的 可 观测 性 与 易 观 
测 性 . . 

从 工程 角度 ,微分 方程 反问 题 可 分 为 “控制 >.“ 识 别 "“ 综 合 ” 
等 类 型 ,在 数学 上 则 可 大 致 上 分 为 如 下 四 类 . 

第 一 类 ” 算 子 识别 

这 一 类 指 的 是 待定 微分 方程 中 的 含有 未 知 参数 的 反问 题 ,在 
自然 科学 与 工程 技术 的 各 个 领域 中 最 为 常见 ， 在 工程 中 ,由 于 直 
接 测量 这 些 参 数 在 离散 点 处 的 值 往往 不 杰 容 易 ,不 得 不 转 而 去 测 
量 与 待定 参数 有 一 定 关 欠 的 其 葡 量 窗 边 状 上 的 值 或 其 他 可 获得 的 
信息 ,去 推 匠 待 求 的 重 < 宇和 中 常 称 这 类 阅 题 为 近 感 . 

第 二 类 ” 逆 时 间 过 程 问题 

这 是 指 一 类 待定 初始 条 件 的 反问 题 ,例如 在 扩散 方程 中 ,由 函 
数 在 妈 时 刻 的 值 去 求 * 一 0 时 刻 的 值 ,这 种 问题 常常 是 非 适 定 的 . 

第 三 类 ”边界 控制 问题 

这 是 一 次 待 定 未 知 边界 条 件 的 反问 题 , 即 为 了 使 微分 方程 的 
解 具有 某 些 性 质 应 当 如 何 设置 边界 (或 部 分 边界 条 件 ) 条 件 的 问 
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题 ,这 类 问题 也 常常 是 不 适 定 的 . 

第 四 类 ”几何 反问 题 

这 类 问题 中 微分 方程 定 解 问题 中 的 边界 形状 是 待 求 量 , 工 程 
中 的 某 些 定 向 设计 问题 常 可 妇 为 这 类 反问 题 ,数学 物理 中 录 到 的 
确定 不 同 界 质 交 界面 的 形状 也 可 归 为 这 类 反问 题 . 这 类 问题 还 包 
括 工程 中 常常 遇 到 的 “杂交 问题 ", 即 边界 的 某 一 部 分 是 未 知 的 ,在 
其 上 规定 某 种 边界 条 件 ,而 边界 的 其 余部 分 是 已 知 的 ,并 像 通常 的 
正 问题 一 样 给 定 边界 条 件 ( 亦 称 为 “混合 问题 ”). 

下 面 以 一 个 简单 的 例子 说 明 数 学 物理 反问 题 的 大 致 处 理 过 
程 ， 

例 6-4 脑病 研究 中 需要 测试 新 药 的 疗效 ,例如 洛 疗 贴 金森 
症 的 多 巴 胺 的 脑 部 注射 疗效 ,为 了 精确 估计 药物 影响 的 脑 部 范 
围 ,必须 估计 注射 后 药物 空间 分 布 的 形状 和 大 小 


峰 6-14 由 耗 散 物 丰 构成 的 长 方 体 
试验 数据 包括 50 个 略 柱 形 组 织 样本 中 每 个 药物 含量 的 测量 
信 ( 见 阁 6-14 和 表 6-3》. 每 个 圆柱 体高 9.76mm ,直径 为 1. 9mm. 
这 些 平行 关 柱 的 中 心 位 于 1. 00mm XX0.76mmX1.00mm 的 梅 点 
土 ,各 阐 柱 体 的 底面 彼此 相 过 ,而 侧面 互 不 拉 触 ,注射 点 位 于 药剂 
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量 最 高 的 圆柱 中 心 附近 ,当然 在 圆柱 体 组 织 之 间 及 样本 范围 之 外 
的 地 方 也 有 药物 ,试验 数据 用 计数 单位 表示 (1 单位 会 4. ?35 x 


10 * 克 分 子 药 量 ). 
表 6-3 风 柱 形 组 织 样本 中 药物 合 量 测量 值 
后 方 垂直 截面 前 方 垂直 截面 


164 442 1320 414 1188 163 324 -432 243 166 
A480 ?022 1441] S158 352 | ?i2 4055 6088 1048 232 
2091 23027 28353 13138 68] [| 2137 15531 i9742 4785 330 


789 21260 20921 11731 727 | 444 1i43] 14950 3182 301 


213 1303 3765 17]15 453 | 294 206] 1036 258 188 


记 rc 一 cfrywyzt 是 + 时 刻 点 (zyyz)? 处 的 多 蔬 膀 的 浓 庆 . 候 
设 _ 

1。 大脑 或 神经 系统 中 的 多 巴 胺 起 着 神经 传输 的 功能 ,数量 不 
等 地 存在 于 整个 大 脑 中 , 它 可 以 第 综合 也 可 以 被 代谢 . 例如 ,老鼠 
脑 中 的 多 巴 胺 的 正常 深度 是 每 mm’ 脑 组 织 中 含 190 一 119 计数 单 
位 . 基于 这 一 事实 ,假设 注射 前 大 脑 中 多 巴 胺 的 含量 可 以 忽略 不 
计 . 

2° 多 巴 胺 在 大 脑 中 的 分 布 由 扩散 和 衰减 过 程 所 砚 定 ,而 忽略 
其 他 过 程 ,并 认为 大脑 是 均匀 的 , 沿 z+,y,z 轴 方 向 的 扩散 系数 分 

别 为 常数 ,还 认为 这 一 扩散 过 程 服从 Nernst 实验 定律 ;在 At 时 间 

内 流 过 划 面 As 的 粒子 数 与 浓度 沿 的 法 向 导数 成 正比 ， 衰减 过 
程 中 ,质量 的 减少 与 浓度 成 正比 . 

3° 假定 注射 点 在 后 排 中 央 郑 个 圆柱 体 的 中 心 , 且 这 个 中 心 位 
于 ?一 0 平面 上 . 取样 时 间 是 未 知 的 ,完成 取样 与 注射 的 时 间 长 短 
是 可 以 忽略 的 , 即 看 成 阴 时 完成 的 ， 

4* 多 巴 腔 的 追踪 试验 通常 是 在 实验 室 中 对 动物 进行 的 ,取样 
部 分 愉 占 很 小 一 部 分 ,而 且 不 取 在 大 脑 边界 附近 ,因而 不 考虑 大 脑 
175 


一 


边界 面 的 影响 . 

根据 上 述 假设 ,可 建立 一 阶 衰 碱 的 非 稳 定 态 的 质量 扩散 运输 
方程 

=2| 2 


2 
] 
EE Br BT 


sls 纯 过 
二 OMCr— rolty— yet(zC— zx) 
其 中 ;EE,,E,yE, 是 zz,y,z 方向 相应 的 扩散 系数 ,让 是 豪 三 系数 ,J 


为 瞬时 点 源 的 质量 zo,yo;zxo 为 点 源 坐 标 .上 述 方 程 的 解析 解 为 


E, 关 ] —Rc 


BB 


‘ 21) 一 M 

IMI Cat RE EEE) 

{ 工 一 Xo)? 《y 一 yo) (2— oy Kr 
AtE, dz AiE. | 


"eeXDP + 一 


1. 数值 求 积 方案 

因为 数据 是 用 图 柱 取 样 上 的 计数 单位 表示 的 ,而 模型 额 测 了 
多 巴 胺 的 浓度 值 ,有 必要 取 应 变量 :在 每 个 贺 柱 体 上 的 积分 值 ,使 
之 能 与 给 定数 据 相 比较 . 由 于 模型 的 解 对 空间 变量 的 积分 没有 和 解 
析 表 达 式 , 故 采 用 数值 积分 . 记 第 i 个 柱 体 上 的 多 巴 胺 克 分 子 质 
量 为 za2i 出 


m= eco A 之 or :ArTAyAZ 


其 中 6 是 第 : 个 圆柱 体 的 第 j 个 “ 微 元 "上 和 多巴胺 浓度 的 计算 值 - 
令 样 本 柱 体 的 直径 为 D, 取 Az 二 Ay 二 Az 一 DD/6. 
2- 参数 估计 
模型 中 有 8 个 参数 soryoszor Md , Es, E,,E.,k. 
取 y= 工 /2, 即 假定 注射 是 在 与 样本 的 后 排 垩 直 截 面 的 二 分 
面 上 进行 的 . 
由 于 Ty Th 的 值 不 是 用 横 型 和 教 据 相 比较 而 得 到 的 ,所 以 作 
特殊 处 理 . 令 
cr)—=ar’ bz: terrtdzrtertf . 
其 中 ,c 表示 在 zx;zx 处 包 巴 胺 的 回归 值 ,a,5,c,d,e:f 均 为 常数 值 ， 
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求 使 <(zy=? 达 到 最 大 值 的 x,x 坐标 royeo* 即 令 从 一 0, 闪 一 9, 得 
到 思 和 z 的 估计 值 . 


表 6-4 


后 排 垂直 帘 面 
前 排 重 直 截 面 
平均 入 


3. 265 2- 766 


由 假设 ,实际 注射 量 4 为 已 知 (车 作 未 知 参 数 , 则 型 与 的 
强烈 正 相 关 , 使 处 理 变 得 非常 复杂 ). 由 实测 数据 ,在 格 点 上 搜索 ， 
估计 Y 的 范围 在 1x10° 到 1.5X10' 和 多巴胺 计数 ,因此 假定 注射 
多 巴 胺 的 M 值 为 10mg( 约 为 14X10 计数 单位 ). 

据 网 络 搜 索 发 现 ,E, 与 E, 高 度 相 关 ,; 因 此 假设 ,二 E. ,问题 
转化 为 一 个 三 参数 的 优化 问题 ， 

选取 巨 ., 巨 ,于 ,使 min 之 ， Gr 一 zn)?， 解 得 百 . 一 杞 一 0. 375, 瑟 ， 
一 0. 275,k=0. 140. 

3. 结果 比较 

将 表 6-3 与 表 6-5 比较 ,可 看 到 预测 误差 . 

表 46-5 床 巴 腔 预 测 值 (计数 ) 
后 部 垂直 蕉 面 前 部 垂直 截面 
153 753 1087 C406 42 95 46€ 672 251 26 


1518 7454 10808 4042 419 | 939 4609 B682 2499 259 
4424 21796 31534 11764 i213 | 2735 13476 19497 7273 750 
3312 16320 23593 8800 907 | 2048 10090 14587 5441 561 
688 3394 4886 3821 187 | 426 2098 3021 1126 116 
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该 问题 的 统计 分 析 可 参考 文献 [2]. . 

从 数学 角度 ,微分 方程 反问 题 的 研究 大 体 包 含 以 下 三 个 方面 . 
第 一 ， 在 理论 上 解决 反问 题 所 法 的 正确 性 问题 。 通 常 反问 是 的 完 
整 描述 应 该 包括 微分 方程 、 定 解 条 件 (它们 组 成 微分 方程 的 正 问 
题 〉 以 及 附加 的 条 件 ， 附 如 条 件 一 般 是 指 对 解 的 限制 以 及 待定 参 
量 的 边界 条 件 等 ， 附 加 条 件 的 给 定 要 能 保证 反问 题 的 解 是 存在 唯 
一 的 .第 二 ， 反 问题 的 求解 方法 ， 对 于 微分 方程 的 正 问题 已 经 有 
一 系列 的 解析 或 数值 方法 ， 但 这 些 方法 通常 是 不 能 直接 用 来 求解 
反问 题 的 ， 国 此 对 于 不 同类 型 的 反问 是 必须 通过 适当 的 运算 与 变 
换 化 成 可 计算 的 模式 ,例如 积分 方程 .微分 方程 或 级 数 等 形式 ， 由 
于 反问 题 的 非 适 定性 ， 这 种 经 转换 得 到 的 计算 模式 通常 也 是 非 适 
定 的 ， 第 三 ,解决 非 适 定 问题 的 计算 稳定 性 问题 ， 这 些 问 题 的 深 
和 研究 可 参考 文献 [38. [39] ， 


习 题 


1. 试 分 别 说 明 弦 皖 动 方程 2 -oz 2 一 0(0<z<ci,i0) 和 热传导 方程 


ES 


a8 a ~ 
a? OrE( 一 如， 十 cc]otn 中 参数 < 的 物理 意 实 . 


ar EE 

2. 由 两 根 不 同 质料 的 杆 接 成 一 根 杆 , 当 杆 作 织 振动 时 , 推导 在 连结 点 < 
处 应 满足 的 连接 条 件 . 

3， 对 装 振 动 《 纵 振动 ) 问题 , 分 别 对 (1) 西端 固定 ， (2) 一端 固定 , 而 
淄 一 端 受 一 个 党 = 方向 的 已 知 外 力作 用 ， 以 及 (3 一端 国定 ， 另 一 端 受 到 
一 绊 徊 施加 的 为 的 作用 ( 弹 竹 的 一 端 固定 ,号 一 端 连接 在 弦 的 自由 问 土 ), 建 
立 边 界 条 件 ， 

4, 图 6-15 是 一 个 由 具有 均匀 特性 的 耗 散 性 物质 构成 的 长 方 体 ， 在 该 长 
方 体 左 、 右 、 顶 三 个 侧 曾 上 均 加 有 不 同 常 数值 的 温度 场 . 试 建立 数学 模型 . 
车 三 个 期 面 上 的 温度 场 为 随时 间 变 化 的 画 数 ， 数 学 模型 有 什么 歼 化 - 

5. 沪 效 土 浇 洲 后 逐渐 放出 “水 化 热 "， 放 热 速率 正 素 于 当时 尚 和 储 存 着 的 


水 化 热 密度 ， 即 办 = 一 8Q， 试 推导 浇灌 后 的 混凝土 内 的 热传导 方程 
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上 6-15 由 耗 散 物 村 构成 的 长 方 体 
5. 在 村 的 纵向 振动 中 ,如 杆 的 密度 o 和 杨 氏 模 量 正 都 不 是 均匀 的 ,而 是 
工 的 连续 函数 , 杆 的 级 振动 方程 有 何 改 变 ? 
?7. 比较 热传导 方程 的 推导 和 杆 的 纵 振 动 方 程 的 推导 ,说 明 其 异同 . 
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第 二 部 分 “数据 分 析 法 


第 七 章 ”回归 分 析 法 


回归 分 析 法 是 “黑箱 ” 建 模 中 常用 的 方法 ,用 于 对 函数 f(z) 的 
一 给 观测 值 (z ,六 ) 一 1,2, pm 确定 畏 数 的 表示 . 当然 fx) 
不 仅 是 一 元 的 ,也 可 以 基 和 多 元 的 . 


8 7.1 一 元 线性 回归 


一 元 线性 回归 是 处 理 两 个 变量 之 间 关 系 的 最 简单 的 模型 . 它 
虽然 比较 简单 , 却 能 反映 回 妇 分 析 方 法 的 基本 思想 和 和 应用， 

对 一 组 观测 数据 (zy 一 1:2, 对 于 两 变量 = 和 也 之 
间 的 关系 事先 一 无 所 知 的 情况 下 , 道 常 是 首先 画 出 散 点 图 ;以便 个 
计 其 中 的 关系 

例 7-1 为 了 信 计 山上 积 雪 融化 后 对 下 游 涂 流 的 影响 ,在 山 
上 建立 了 一 个 观察 站 ,测量 了 最 大 积 雪 深度 4z) 与 当年 灌流 面积 
(y) ;得 到 连续 10 年 的 数据 恕 表 7-1 所 示 . 

表 7-i1 最 大 积 雪 深度 与 洪 源 面积 观测 数据 


年 序 | 最 大 积 加 浑 庶 x( 尺 ) | 蕉 江面 积 yt 和 干 育 ) 
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续 表 
治 活 面积 y{ 千 调 》 


最 大 积 雪 深 并 ct 尺 》 


了 1 3, 5 29.2 


8 16. 了 34.1 


9 24. 0 .7 


为 了 研究 这 些 数据 中 所 冀 含 的 规律 性 ,把 各 年 最 大 积 雪 诬 度 
作 横 坐标 ,相应 的 灌 汝 面积 作 纵 坐标 ,将 这 些 数 据点 标 在 平面 直角 
坐标 隔 上 ， 如 图 7-1 所 示 . 
y 从 图 中 可 以 看 到 ,数据 点 
pd 大 致 落 在 一 条 直线 附近 ,因此 
候 设 有 如 下 结构 式 
3 一 4 十 月 z 十 E 
其 中 ,a 和 8 是 未 知 常数 , 称 为 
I0 15 20 25 工 回归 系数 ,se 是 随机 误差 ,满足 
图 7-1 Ele)=0,var(le)= 二 oo， 内 要 能 
从 观测 数据 中 得 到 a 和 8 的 居 计 值 a 和 5, 则 回归 方程 为 
: =aT br 
它 近 似 地 反映 了 变量 xz 和 y 之 间 的 线性 关系 ,其 中 a 和 4 亦 称 为 
回归 系数 . | | 
选择 2 和 5 的 原 旭 是 使 回归 直线 与 所 有 数据 点 都 比较 “ 接 
近 ”, 通 常 采用 残 差 平 方 和 来 刻 划 所 有 观察 值 与 回归 直线 的 偏差 程 
度 , 即 选择 a 和 5, 使 得 
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min 名 一 Dy Dasny 
根据 微 积分 中 求 极 值 的 方法 ， 应 有 


Ta 人 ” 

[a = 2 a br) 0 

< 

加- 一 :eo 一 经 一 五 Tri 一 
得 逮 一 到 一 已 二 oF 


办 


. 二 1 
Liz= (CT; 元 半 一 Sr 下 人 


一 了 i=1 


= = TIC; Dy | Dx) ( 7 
利用 上 述 公式 求 得 例 7-1 中 ,b=1. 813,4 二 2.355, 回 归 方 程 


~” 


x) 


= 下 


为 
3 一 2.355 十 1.813 

从 图 ?-1 上 可 以 着 出 这 个 回归 方程 的 图 像 ,与 所 有 数据 点 都 

很 接近 . | 
一 元 线性 回归 模型 ,应 用 摄 为 广泛 . 但 是 这 一 方法 有 局 限 性 . 
其 局 限 性 反映 在 假设 条 件 中 ;1" Ele)==0,2* var(se) 一 0':,3" + 与 y 
是 线性 关系 . 因此 当 上 上 述 条 件 不 满足 时 ,处 理 方法 应 作 适 当 收 
改 ， 

若 二 (6) 二 c 闯 0, 可 作 平 移 处 理 . 当 该 模型 推广 到 多 元 情况 ， 

若 covte,e) 二 olT 不 洪 足 ,而 是 cov{&,87) 二 位 ,2 为 一 非 奇 异 对 称 
阵 , 则 采用 广义 最 小 二 乘法 4GLS). 在 多 元 情况 , 若 zzs yt， 
相关 , 即 对 索 重 共 线 性 问题 ,应 采用 岭 回 妆 及 其 变种 方法 处 理 . 而 
线性 假设 ,来 源 于 对 散 点 图 的 观察 和 对 模型 精度 的 要 求 . 两 变量 
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一 一 一 -一 一 -一 ---. i - -— .- 


T= 


之 间 是 否 有 线性 关系 ,可 采用 下 检验 , 即 如 果 zz 与 y 有 线性 关系 ， 
划 
Sa/l 
Pg /a 
其 中 ， Sa 六 人 一 5 了) 称 为 回归 平方 和 ， Sa 一 各 称 为 


残 差 平方 和 ,F(1,n 一 2) 表 示 第 一 自由 度 为 1， 第 二 自 由 魔 为 一 2 
的 下 分 布 . 这 时 ,在 给 定 显著 性 水 平 下 ,F 值 应 大 于 下 表 中 的 
临界 值 下;. 对 例 7-1 进行 检验 ， 


748961 
16. O74/A(10— 2) 


这 表明 < 与 y 之 间 有 十 分 显著 的 线性 相关 关系 A 
线性 关系 的 另 一 检验 方法 是 利用 相关 系数 "一 = 
J 


闫 系数 检验 表 . 通常 当 |r | 大 于 表 上 a 二 5 相应 值 ， 但 小 于 表 上 « 
二 1% 相 应 值 时 , 称 x 与 > 有 显著 的 线性 关系 ;如 果 |xr| 大 于 表 上 a 
二 1% 相 应 的 值 时 , 称 x+ 与 y 有 十 分 显著 的 线性 关系 ;如 果 |ri 小 于 
表 上 a 一 5% 的 相应 值 时 , 称 x 与 没有 明显 的 线性 关系 .在 上 例 
中 r= 二 0.9894, 因为 x 二 10, 查 天 中 «二 5% 相 应 什 为 0. 632,a 一 1% 
相应 值 为 0.765,r 一 0. 9894>>0. 765, 故 最 大 积 雪 深 度 与 灌溉 面积 
有 十 分 显著 的 线性 关系 . 显然 当 散 点 图 出 现 明显 的 非 线 性 趋势 ， 
或 经 检验 ,x 和 y 之 间 没 有 明显 的 线性 关系 时 ,再 利用 线性 假设 就 
不 合理 了 . 


87.2 线性 回归 中 基 鹃 数 的 选取 


在 数学 分 析 中 ,常常 将 一 个 西数 展开 成 级 数 , 如 泰勒 级 数 .三 
角 级 数 等 , 取 级 数 的 前 ”项 , 近 亿 地 表示 这 个 函数 在 加 归 分 析 
中 ,也 常常 假定 要 估计 的 函数 可 以 用 某 一 类 给 定 的 耳 数 展开 成 级 
数 , 取 其 前 几 项 近似 地 表示 成 


一 本 《1 一 2) 


五 一 


-3372 了 76611.26 一 下 oog18D) 
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y=cp (rte rR ar ， 
其 中 ,gp (8) 7 一 1 2 天 是 一 组 线性 无 关 沙 数 , 它 们 一 般 是 x 的 
非 线 性 臣 数 ,cj 一 1,2,… 关 是 回 妇 系数 .这 个 模型 也 称 为 线性 
回归 模型 , 国 为 问题 对 回归 系数 而 言 是 线性 的 . 这 个 问题 的 更 一 
般 的 提 法 是 曲线 拟 合 或 函数 远近 ， 当然 通 近 的 方式 并 不 局 限于 色 


归 中 的 最 小 二 乘法 . 其 中 总 op(z) 称 为 > 一 f(z) 的 线性 选 近 话 


数 ,c,,j 二 1， 2 :KK 称 为 线性 通 近 参数 . 
在 曲线 氛 合 问题 中 ， 常常 采用 半 线 性 有 逼近 函数 藉 ， 即 


及 一 CC 一 hd) + Drip de) 


其 中 ,ee 二 (cr, cc) 称 为 线性 填 近 参数 ， 二 (dg) 称 
为 非 线性 台 近 和 参数, 例如, 当 g=h, % (d,， x) 寺 0, (dd, 这 ) 二 
exp 《一 dyr)，j 二 1，2，“…*，n， 则 得 到 
3 一 人 ce 人 

这 一 函 赦 类 有 重要 应 用 ， 四 
下 面 是 几 不 常用 的 半 线 性 刘 近 函数 类 ， 

3 一 CC 十 四 一 ce 和) 

3 一 CCcos(5z 十 rc) 或 y= 二 acosrz 十 Psinrzx 

y=a+drtee ,y= (ubr)e 全 
这 里 a.8,c.d 均 为 待定 参数 . 

用 总 模 来 表示 曲线 拟 合 的 误差 , 记 

ef 和) 一 站) 一 次 人) 

etz) 的 局 模 祯 定义 为 


eo= {fue lecr) Pdz 


这 里 w(z) 称 为 轰 函 数 ,wtz) 寺 0 日 不 代为 零 ， 选取 曲线 模 齐 的 参 
数 ,使 


1 
六 


外 e | > 一 min 
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Wl). 


通常 p 取 成 1,2 或 o2. 如 果 p= 二 2, 就 是 最 小 二 弛 意 义 副 近 , 即 通 
常 所 说 的 回 妇 ,这 在 实际 中 应 用 最 为 广泛 . 在 这 里 研究 p= 二 2 的 情 
况 , 但 仍 采 用 “ 氢 合 ”“ 记 近 ”的 说 法 . 1 

:在 曲线 通 近 中 ， 常用 的 有 插值 法 和 最 小 二 乘法 ,两 者 是 不 同 的 
概念 ,但 又 有 联系 ， 

给 定 函 数 了 (zr) 的 一 组 观测 数据 Cz/ ,i 二 1,2,…,m, 选 


取 之 ,cgkz) 为 通 近 函数 ,假定 加 维 政 氏 空间 的 向 量 组 


{PT ) (rT1) | (Px.2 1 
| 多 (zs》 Hx) | 
Ti > 二 二 四 站 
四 P(X) AC 
基线 性 无 关 的 . 记 


Df Jg Cx) 
旭 所 请 最 小 二 畸 半 近 ， 就 是 选取 cs 使 
Swf)— > ETI = min 


可 证 明 问题 的 解 是 存在 且 唯 一 的 ， 
现在 ,假定 mm 一 x ,选取 c 满足 下 列 插值 问题 的 解 


Pega)= f(r), 并 过] ,2 
由 于 xi;xz，… :是 线性 无 关 的 ,因而 插值 问题 的 解 存在 且 唯 
+ 即 能 我 到 一 组 er ,使 
Sw (fr) — Ser nl) y=0 
此 即 最 小 二 乘 形式 ,由 最 小 二 乘 通 近 解 的 存在 唯一 性 ,er 即 为 最 
小 二 乘 的 解 ， 这 说 明 在 2,…z. 线性 无 关 的 假设 下 ,最 小 二 乘 
具有 插值 法 的 自 适 应 性 . 


在 曲线 拟 合 中 最 重要 的 问题 是 远 择 菇 清 数 {名 }" ,不 同 的 问题 
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应 有 不 同 的 选 法 ,其 重要 依据 是 各 学 科 的 背景 . 随 着 电子 计算 机 
的 发 展 , 根 据 数 据 (z ,六 ii 一 1,2 ,的 特征 ( 散 点 图 ), 利 用 专用 
数值 软件 和 人工 智 能 方法 由 计算 机 作出 模型 与 方法 的 选择 :是 近 
年 来 国外 较为 重视 的 一 个 研究 课题 ， 属于 建 模 支 持 系统 的 范围 这 
儿 不 作 深 入 研究 . 

在 曲线 拟 合 中 ,代数 多 项 式 是 一 个 基本 函数 类 , 联 pf (dx) 一 
zx 刚 


yy 二 co 十 中 十 Co 二 二 Co 

即 在 非 钱 性 拟 合 中 采用 航 多 项 式 通 近 . 这 一 起 函数 类 虽然 简单 ， 
但 在 很 多 场合 并 不 恰当 . 这 里 介绍 两 类 有 用 的 基本 函数 类 . 

正 交 争 项 式 

在 数学 分 析 中 ,常常 用 正 交 洱 数 系 把 一 个 函数 展开 成 函数 级 
数 , 即 令 回 归 模 型 为 

Fr)=eRh tr) 十 cs 丙 2 全 二 和 etr) 

选用 这 样 的 (x) ,使 在 观测 点 集合 {zy 二 1,2, ,入 } 上 满足 


™ 
之 (x)>>0, 1 一 1，2， 天 


4 一 圭 


| 
J: 
[3 h(x)h Cm) =0, i 
则 有 

Ce) 一 训 h) 一 0 
1 一 hitz) 

b= hx)y 


于 是 正规 方程 为 
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是 i 四 
hx) TO Cz)y 
t=1 [| 

o 


~» 
Dh x) c | Dr) 
1 = | 


NN Ck N 
Dh Cr) Dh ry)y - 
?一 | t=] 
所 以 (x) 的 回归 系数 为 
Ny hh 
cm Phtrd yf Dh x) (=12° ky 
Ce | t=] 


常用 的 正 交 多项式 有 

2 契 比 晓 夫 多 项 式 

契 比 晓 夫 多 项 式 被 定义 为 

T, (x)—cosnd, O00 
cos 一 并 Ir [1 

.选取 契 比 晓 夫 多项式 作 大 函数 ,不 但 具有 最 小 二 霖 和 播 值 法 
的 自 适 应 性 ,而 且 还 有 选取 基 画 数 个 数 的 自 适 应 性 .利用 契 比 晓 
夫 多 项 式 的 正 交 性 质 ,Shampine 于 1975 年 指出 了 国 妇 系数 cs 的 
一 个 公式 


c 《ET 
HT 


其 中 ,全 ,50) 一 了 x) 一 了 ciT(z) ,表示 拟 合 误差 ， 由 许 巨 兹 公 
式 有 


2 Del Cz) 


ex | 和 2 
£—1 


因而 ,如 果 之 /cy,(z) 的 拟 合 效果 好 ,c 的 系数 便 趋 于 零 , 即 由 ec 


的 大 小 可 判别 计算 是 否 停止 . 
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契 出 晓 夫 雪 项 式 的 前 ”个 为 
7 一 1 7 一 了 了 一 2 一 1 3 一 423 3x, 
它 具 有 递 推 关系 ， 
iT x)=2r7T, (rT) 下 一 1 2 
1T, (Cr)}=1,T H(z)=2 
在 利用 契 比 晓 去 和 多项式 作 拟 合 (或 回归 ) 时 , 须 将 观测 数据 中 
的 ,转换 到 [一 1,1] 区 间 上 . 


3. 勒 让 德 多 项 式 
一 a 2 ™ 一 EE 
Pe =1 Pn aL* 1)"] 村 二 1] ,2 
它 上 有 具有 递 推 形式 
2 有 十 1 此 . 
上 Pr) EP) 一 12 
Potz)=1, PL) = 


其 前 项 为 :Po(z) 一 1,Pi(z) 一 zyPe(z) 一 去 (3 一 1) ,Ps(z) 一 
二 (5z2 一 3z) ,ee 
4. 埃 尔 米 特 多 项 式 
ad 
Hl(x)=(— le 4 
它 是 在 区 间 ( 一 _,c0) 上 带 权 e”* 的 nn 次 正 交 多 项 式 , 具 有 递 推 公 
式 


2 


ke “ 


rH (xr)=2rH Cr) — EH, (rT) 天 一 1,2. 
LHx} H(tx)=27 


5. 拉 闽 尔 条 项 式 
Llz) 一 er re ") 
它 是 在 [0;co) 土 带 权 e 的 次 正 变 黎 项 式 
具有 递 推 公式 
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(Ltr)= (+ rr) RL Cr) k=1,2,.: 

(Lor)=1,L (r=1—z | 

6 指数 函数 

对 于 一 类 实验 数据 , 它 门 之 间 虽 现 着 指数 并 含有 振东 的 特征 ， 
在 这 种 情况 下 ,选取 指数 函数 、 一 角 旺 数 . 多 项 式 为 基 郴 数 是 合适 


的 . 具体 做 法 如 下 ， - 
首先 通过 观测 数据 (, i) ,二 0,1,* .mm 将 首 项 系数 为 1 的 
nn 次 代数 方程 
(二 六 十 庆生 十 gq 14 十 4s 一 0 (1) 


的 系数 ai( 均 系 实 数 )i =1;2,…,n 确定 下 来 . 这 里 吉之 24 一 1. 类 
似 于 5 阶 常 系 数 常 微分 方程 的 通 解 构造 , 称 (1) 为 拟 合 曲线 的 特征 
方程 ,将 通过 柜 的 不 同情 况 作 出 枯 函 数 的 不 同 选 择 . 也 即 是 说 ,将 
曲线 拟 合 的 特征 方程 1? 的 报 太 ,和 ,的 z 次 方程 作为 基 函 
数 ,曲线 模型 选 为 
二 十 Cp 十 十 让 i 2) 
下 面 针 对 不 同 特征 根 , 类 似 于 高 阶 常 系数 常 微分 方程 通 解 的 
构造 ,将 必 确定 下 来 . 
1° 特征 根 是 单 根 情况 
假定 特征 方程 (1) 有 个 王 异 的 根 为 , 罗 ，… ;加 如果 所 有 以 
0; 那 么 , 守 二 ee"; 如 果 某 一 个 之 0; 则 
A= (1) |A| = (cosntisinrz)e tl, 
考虑 到 实数 解 , 仅 取 实 数 部 分 , 即 取 
一 cosmxe 
作为 基 范 数 ; 如 果 入 是 复 根 ,假定 j-, 是 它 的 共 上 复 根 . 
二 p eosp 二 isind,) 
类 似 于 微分 方程 的 讨论 ,将 基 函 数 取 成 站 的 实数 和 复数 部 分 , 即 
A "=e Veosd rN esindr 
2° 方程 (1 ) 有 上 重 根 情况 
假定 二 A 二 二 1: 芒 丸 +i， 则 将 A -1 取 成 
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荆 loi 


让 = -1 一 《一 1) (一 下 十 2 人， 


3° 方程 (1) 有 零 根 
其 永 =0, 则 将 基 函 数 减 少 一 个 ,如 果 有 上 重 堆 根 , 则 将 基 活 数 
减少 下 个， ， 1 


现在 ,来 确定 特征 方程 (1) 的 系数 在 (2) 中 , 令 工 等 于 * 十 i 
这 里 不 .i 均 为 正 整 数 . 两 端 乘 以 a. ,并 对 从 0 到 求 和 ,利用 
(DD); 会 y( 十 门 一 六 -oa 一 i 便 有 . 

fue. 一 站 一 日 ，] rn 

于 是 eyez…yan 由 下 列 线性 代数 方程 组 决定 
| i 十 gs2s 二 十 fo 二 一 天 

- dt foarte thar ot 


| 。 
[7 i121 十 了 ss 十 十 人 .aa 一 一 厂 


写成 矩阵 形式 有 
Ar=b 
这 里 
ri 方 1 fa, i 
nn fs 中 寺 | a a1 fi 
4 一 | ..。 es | 小 : 
fae Pratl fei 妈 1 A 


车 m 一 2n 一 1, 且 det 4 关 0: 则 可 用 Gauss 消去 法 求 得 z 的 
解 ; 苦 m 人 2 一 1, 则 可 用 最 小 二 和 梁 法 求解 . 
加 确定 后 ,通过 (2 将 所 全 曲线 的 先 数 cyczy…ycx 
确定 下 来 : . 
二 cy 十 十 c 一 了 
| 十 C2 加 十 十 65 太 二 让 


er 十 cz 十 … 十 cn 一方 
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由 于 关 闻 2 一 1, 故 宜 采 用 最 小 二 乘法 求解 . 

上 述 处 理 广 法 称 为 Prony 技巧 , 它 将 半 线 性 逼近 问题 转化 为 
本 个 线性 脖 近 问题 . 第 一 步 ,利用 已 知 数据 选择 好 基 冰 数 ,这 一 步 
包括 解 一 个 线性 方程 组 和 一 个 高 次 方程 ,第 二 步 , 表 次 利用 观测 
数据 将 线性 逼近 参数 Cl Cas sO 确定 下 来 * 

下 面 ,利用 Prony 技巧 研究 两 种 特殊 情况 . 

第 1 种 情况 , 当 *->so 时 ,7(z) 趋 商定 值 . 这 要 求 拟 合 曲线 也 
用 有 疡 近 性 . 这 时 ,曲线 拟 合 模型 取 成 


=o To 二 cl (3) 
记 A 二 y(z 十 1) 一 y(z); 则 可 将 上 述 横 型 化 成 
AYT 二 cl! 村 十 ce 和 十 十 cr 天 (4) 


在 A yA 确定 后 ， 由 (1) 式 确定 [i 
第 2 种 情况 ,如 函数 F(z) 由 不 同 的 周期 红 ,… , 红 迭 加 而 成 ， 
| p 
则 将 拟 合 曲 线 取 成 
y= Atosamzrit Bainortt "tt Arosertt Bisinemer, 
应 用 Prony 物 巧 ,4=e“, 在 (1) 式 中 令 mn 一 21, 注 意 到 土 也 是 根 , 因 
而 da 1 二 1 , 故 
em 十 aieict TD 
十 … 十 吧 De 二 a ee 十 1 二 0 
合并 间 类 项 整理 得 
2coslw; +2acosti— wt :T+2a_ cosw a0 


这 时 (17? 可 写成 契 出 晓 夫 多 项 式 形式 
了 直人 二 TT, (z) 十 去 ai 一 站 


其 中 ,一 costu， 
而 方程 组 变 成 
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CFF at ft fa rat ifi ut fa 
+ far—=— (fot fu) 

Cf faart tfst fa Vas—*t f+ fradar. 

- 1 


eh Dat Cf mrt feast (fe 
+ fa fo A= ff ). 
这 里 ,mx 室 纶 十 1. 进一步 ,利用 通常 的 方法 特 线 性 通 近 参数 A Bi 
确定 下 来 . 
例 7-2 观测 数据 表 7-2 所 示 , 试 研究 其 规律 
衣 7-2 


0 1 2 3 4 
2- 4400 | 2. 0851 | 2. 1958 | 2. 2692 | 2. 3006 


在 运算 中 保留 小 数 点 后 两 位 数字 , 求 得 特征 方程 
183 姑 一 912 十 8=0 
其 根 为 入 全 0. 383, 罗 az0.114; 从 而 拟 合 模型 为 
由 一 FIcsdD) 一 5 十 ci(0 3830 7 es (0. 114)°” 


口 ,，56 工 一 下 -了 站 工 


一 Co 十 cie- 十 cae ， 
再 按 通常 级 性 避 近 的 方法 ,将 参数 co,ci,es 确定 下 来 . 实际 上 观 
测 数 据 取 自 落 数 


fx)=2,32—1.08e :+1. 20e 一 竺 

这 说 明 执 合 寞 型 的 基 画 数 有 近似 再 生性 . 

例 7-3 某 镇 的 用 水 机 构 需 估计 公众 用 水 速度 (单位 ;加 仑 / 
小 时 ) 和 每 日 总 用 水 量 的 数据 . 许多 地 方 没 有 浏 虹 流入 或 流出 市 
政 术 箱 流 量 的 设备 而 只 能 测量 水 箱 中 的 水 位 (误差 不 想 这 
0.5%), 当 水 箱 水 位 低 于 最 低 水 位 工时, 水泵 抽水 洪 入 水 箱 直 到 
水 箱 水 位 达到 最 高 水 位 五 为 止 ,但 基 无 法 测量 水 泵 的 流量 ,因此 ， 
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在 水 泵 开动 时 无 法 立即 将 水 籍 中 的 水 位 和 用 水 量 联 系 起 来 . 这 种 
情形 一 天 发 生 一 次 或 两 次 ,每 次 约 为 两 小 时 

估计 所 有 时 刻 , 包 括 水 泵 抽水 期 间 流出 水 箱 的 流量 f(z) ,并 
估计 一 天 总 用 水 量 . 附 表 给 出 某 一 天 某 小 镇 的 真实 数据 . 

表 中 以 种 为 单位 给 出 距 开 始 测量 的 时 间 , 水 位 单位 是 1%% 公 
尺 . 水 箱 为 高 40 公 尺 ,直径 57 公 尽 的 正 圆柱 ,通常 水 泵 当 水 位 落 
到 27 公 尺 以 下 开始 抽水 而 当 水 位 回升 至 35. 5 公 尺 时 ,水 从 停止 
工作 . 


末了 73 ”水箱 水 位 观测 数据 
时 间 ( 秒 ) 水 位 (0. 信 公 尺 ) 时 间 t 秘 》 水 位 (0.01 公 尺 》 


在 建 模 过 程 中 假定 : 
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1° 各 个 测量 值 没有 系统 误差 ,而 只 有 偶然 误差 腿 由 于 观测 等 
原因 带 来 的 误差 . 

2* 水 流速 率 是 连续 变化 的 , 且 不 出 现 突起 突 藩 ,因为 对 于 许 
多 用 户 米 说 用 水 情况 表现 出 一 定 的 规律 性 , 某 个 随机 因素 对 总 个 
用 水 的 情况 不 会 影响 很 大 ， 

3 不 同 丙 天 的 相同 时 刻 用 水 情况 相近 , 即 水 流速 率 表 现 膨 其 

记 F 为 水 箱 流量 , 太 为 水 箱 水 位 , 则 在 At 一 (十 At) 一 :( 秒 ) 
内 ,水 位 变化 值 A 吾 (0. 1 公 尺 ) 和 水 流量 变化 值 AF 之 间 满 足 

AF 一 开关 (FY XAH x 2 98 


3. ?853 
一 1090.， SIAH 
两 边 同 除 以 心 , 令 At_>0, 得 
f(t) =190. 895 人 zt) 
这 表明 水 流速 度 和 水 箱 水 位 变化 率 为 线性 关系 . 下 面 着 重 分 析 水 
位 变化 率 . 

设 时 刻 的 水 位 高 度 为 也 ,6.1 时刻 的 高 度 为 H+1, 则 在 ~~ 
4 的 平均 变化 率 为 名 二 写生 一 ,这 样 h(t) 可 近似 表示 为 阶梯 
函数 . 取 各 小 时 间 眉 中 点 ,利用 最 小 二 季 进 行 曲线 拟 合 , 求 
取 (2). 

用 线段 连接 各 时 间 段 上 的 中 点 , 知 上 GD 为 多 峰值 , 若 采用 
一 般 多 项 式 回归 , 阶 数 较 高 ,并 且 回归 系数 间 存 在 相关 性 ,考虑 网 
取 基 函数 的 方法 ,例如 取 正 交 多 项 式 . 

设 hdohot raat dh ra (rr) 

问题 转 为 求 正 交 多 项 式 .但 这 要 求 待 拟 合 的 各 点 等 间距 , 采 
用 线性 揪 值 补 齐 等 间距 点 . 对 一 12 小 时 到 十 12 小 时 的 数据 进行 

合 ,得 

ht)=71. 225— 4. 516:—0. 6807:7 0. 0504F 二 0. 0126r: 

—0. 00013285 一 44. 52] X10 3¢°, 
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| 一 12 志 412 小 时 》 
” 这 时 残 差 平方 御 为 170. 227 (车 用 7? 阶 多 项 式 , 残 郑平 方 总 和 为 

634. 58) ,在 一 1]2 小 时 和 十 12 小 时 时 废水 位 变化 率 分 别 为 99. 76 
和 99. 64, 基 本 上 保持 了 连续 , 

故 水 流速 度 沙 数 为 

f=190, 89X C71. 225—4. 516t—0. 680#:+ 0. O504r: 

+0.0126t:— 0.000132#— 4. 521X 107 4°) 
一 天 总 水 位 变化 为 


12 
H=| hdt=1721. 43 
-2 


氢 合 曲线 


- 上 儿 -一 一 一 上 A 
2 3 io 1 8 da -26 s/h 
ta 直接 的 台 的 函数 图 像 0 一 25h) 


L__ 
人 条 人 
ba 处 理 后 的 氢 音 图 侧 5 一 12 一 12h) 
图 7-2 
一 无 中 总 用 水 量 为 
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a pe 


T=190, 89X H=3. 286 X10 
对 水 位 的 测量 值 和 预测 信 的 绝对 误差 作 和 统计 检验 ,服从 
和 (0. 112,2, 94) ,误差 值 和 测量 值 相 关系 数 为 0. 0943, 相 对 误差 
绝对 值 的 平均 值 为 3. 92% ,说 明 用 正 交 多 项 式 氢 合 的 性 能 良好 . 


$ 7. 3 ”有 曲线 拟 合 和 常 微分 方程 反问 题 


曲线 拟 合 的 另 一 方法 是 将 基 函 教 看 成 是 某 一 个 待定 参数 的 常 
微分 方程 的 基 解 组 ,那么 ,问题 便 成 为 求解 常 微分 方程 的 反问 题 . 
一 般 讲 来 ;物理 ,力学 所 描述 的 规律 由 微分 方程 所 表示 ,通过 观测 
数据 将 微分 方程 的 参数 确定 下 来 ,进而 将 其 解 组 作为 曲线 拟 合 的 
基 函 数 . 最 后 ,运用 线性 盘 近 方法 将 拟 合 曲线 确定 下 来 . 这 个 方 
法 的 一 个 重要 优点 基肥 一定 的 自 适 应 性 ,从 数学 上 讲 , 它 是 解决 半 
线性 逼近 的 重要 方法 . 

我 们 从 一 个 实际 问题 分 析 起 ,在 实验 数据 拟 合 中 ,常常 选择 半 
线性 允 近 模型 ,例如 对 具有 指数 特征 的 数据 :选取 

y=aet 二 be 和 
对 于 具有 周期 特征 的 数据 ,选取 
y=acoskr 二 bsinkz, 
上 述 模型 的 半 线 性 各 近 参数 上 通常 采用 非 线 性 最 小 二 乘法 箭 定 于 
来 . 但 运算 量 很 大 . 现在 ,将 e“,e 以 及 coskzr,sinkzx 理解 为 二 
阶 常 系数 微分 方程 的 基 解 组 ,其 
yay=0， 

其 中 是 待定 常数 , 它 由 观测 数据 (zi 六 1 一 0,1 ,… ,mm 十 1 所 确 . 
定 . 这 里 y= 了 (x) 是 y* 十 ny 二 0 的 解 , 记 二 f(z) 二 所;z 是 等 
路 分 布 的 , 步 长 为 , 即 z=a 十 的 . 也 就 是 说 ,求解 下 列 常 往 分 方 
程 的 反问 题 : 

3 一 Cs 站 TS 

YT fr), i—=0,1, ,mm 十 1 
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将 微分 方程 离散 化 后 ,a 便 由 下 列 超 定 方程 组 所 确定 
ah? y, — 一 总 sf 二 1 了 “ pr 
这 里 全 2- 工 一 六 +1 一 2 人 十 如 -1 和 用 最 小 二 腾 法 求解 即 要 求 妊 ， 司 


minTko) 一 之 /Cojhy 十 Ag 2 
令 I'" a) 二 0, 求 得 
立 一 一 yay fy 
最 然 , 当 y= 二 (x) 是 线性 函数 时 ,有 AY,_1 二 0 故 a==0 从 而 微 
分 方程 变 成 y* =0, 即 ?一 az 十 5 即 反 解 问题 对 线性 函数 具有 再 
y= f(x)—=acoskrt+ bsinkr 

那么 ;由 于 a 的 分 母 恒 正 ; 而 当 久 充分 小 时 ， 

一 yA yh -| rdz= 寺 ydz>o 
故 a>>0, 从 而 y* 十 wy 一 0 的 特征 根 是 复 共 轰 的 ,或 者 说 反 解 间 题 
具有 近似 再 生性 质 , 而 当 曲 线 

y=fx) =ae" he * 

时 ,由 于 

一 Q yA yh -| rdz= 一 外 | ydz 
页 a<0, 从 而 反 解 问题 对 指数 出 线 也 具有 近似 再生 性质 . 实际 
上 ,当天 充分 小 时 . 

a 一 一 vA. /he ~ 一 | swdz/ | az 

= 十 下 - 
式 中 ,车 站 (x) 一 ge 十 be 三 , 则 取 便 号 , 若 (x) 二 acoskzx 十 bsinkx 
则 取 正 号 .注意 到 求 积 公式 的 准确 度 , 和 容易 看 到 a 先 近 土 & 的 误 
差 为 ot), 这 一 结果 可 利用 Peano 核定 理 得 到 一 般 性 证 明 - 

例 7-4 给 定 函数 表 7-4 试 找 出 拟 合 曲线 的 基 函 数 . 
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表 7-4 函数 数值 训 


Tl [ole 
0. 000010. 1001 0. 20134b. 304520, 41079 0. 52110|0.63665|0.75858 


为 确定 反 解 问题 的 系数 a, 作 下 列 二 次 差分 表 7-5. 
表 31-5 二 次 着 分 衣 


Free 


DT1 1a,10017| 0.010034 |0.10017| 6. 00100 0. 010017X 110°? 
.2 10.20]34| 0. 405377 |0.10117| 0. 00201 0 0404693X 10° 
0 3 |0.30452|0.0927324|0.10318| 0.00305 0. 0928786X10 ? 


各 于 |0.41075|0.168715510, 10623| 0. O0412 0. 169229 X 107? 


0.5 |0.52110|0.2715452|0, 11035| D0. O0520 0. 270972X10 


0.6 |0.63665|0. 4053232| 115355| 90.00638 Q. 4061827 XX 102 


区 


> 0. 988888 0. 9897486X 10™2 


和 . . 
_ ， ja 0.9897486 _ _ 
a Zu7A yi/ Dy oseig = — 1 0008702 


于 是 可 取 e :ye- AT 为 拟 合 曲线 的 基 , 而 [ef=1.0004, 即 拟 
合 模型 为 


yee 000 -ee 一 工 0900， 
实际 上 ,函数 表 是 由 双 曲 正弦 函数 ?一 二 (ez 十 e 产生 的 ， 可 见 ， 


利用 反问 题 求 得 的 基 郴 数 确 有 近似 再 生 的 特征 . 
利用 反问 题 求 曲线 拟 侣 的 天 阔 数 ,其 最 大 优点 是 具有 近似 再 
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生性 . 其 局 限 在 于 要 求 x; 为 等 距 分 布 , 即 zx; 二 a 十 访 ,h 为 步 长 ,这 
一 点 需要 在 试验 设计 时 考虑 到 . 


§ 7.4 多 元 回归 与 曲面 拟 合 . 


设 对 > RR tis ra Ty 作 次 观测 后 ,得 到 一 组 观测 值 
(Cr ia f= li2 DM 
希望 能 从 中 找到 y 与 诺 zx; 的 美 系 式 , 即 
y= fr ra Tw). 
如 果 已 找到 适当 的 蝎 线 模型 
3 一 声 (Ce 省) ， 


则 问题 转化 为 利用 观测 数据 对 模型 参数 c 二 (1,c,，,… ,c.) 进 行 售 
计 , 要 求 选取 的 c 使 
min 今 ， Ly: —Fic ;,) ]. 
对 这 一 非 线性 规划 问题 ,可 采用 逐次 线性 化 和 变 尺 度 等 方法 求解. 
特别 地 ,当选 取 的 曲线 模型 为 线性 函数 时 , 即 
y=Bot+PB x 十 “oo Bury 
著 5 分别 为 BG 一 0,1,…,N) 的 估计 值 ,用 最 小 二 葬 法 求 5, 即 


时 
mi 总 一 之 《3 bo dra — Byrn 3 


由 雏 =00j=0,1 1,"…,N) ,得 
jab 十 … 十 5rdgwv 二 50 
Lan 本 十 1 二 synby ss 


《 夺 》 
其 中 
i 
i. = (Ta RT) raz) (j=l,2,,N) 
的 
， = Dra—E) j=12,.",N) 
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(1) 式 被 称 为 正 搜 方程 组 ,由 此 解 得 品 ,j 一 1;2，…,N 

对 多 元 问题 ,模型 函数 的 选取 具有 决定 性 意义 . 对 二 元 函数 ， 
在 选取 基 函 数 时 ,有 几 条 原则 可 人 殿 参 考 . 

1. 数据 分 布 | 

对 分 布 在 矩形 网 格 点 上 的 数据 ,应 用 蒋 积 型 方法 去 通 近 - 车 
数据 分 布 是 散乱 的 ,常用 的 方法 有 样 条 函数 的 最 小 二 乘法 ， 
Shepard 方 法 和 二 步 表 近 法 等 (参见 文献 [247. 

2. 数据 的 准确 度 

在 大 量 实际 问题 中 ,实测 数据 仅 有 三 至 四 位 准确 ,一般 米 讲 ， 
在 这 种 情况 下 ,局 部 禹 近 优 手 全 局 和 逼近 . 所 谓 局 部 逼近 即 “ 分 片 
法 ”, 也 就 是 将 大 范围 的 拟 合 问题 分 割 为 许多 互 不 相交 的 小 片上 的 
拟 合 ,方法 的 优点 是 简单 ,容易 保持 几何 特性 , 读 点 是 在 连接 处 其 
至 可 能 不 连续 . 

3. 全 局 通 近 .局 部 通 近 和 二 步 法 通 近 

全 局 逼近 和 局 部 逼近 是 分 别 在 大 范围 和 小 范围 内 选择 基 范 
数 . 而 在 二 次 法 台 近 中 ,首先 将 非 规则 数据 规则 化 ,即将 矩形 的 格 
子 点 的 函数 值 补 齐 ,然后 利用 汞 积 型 方法 将 曲面 构造 出 来 ,二 次 遂 
近 法 常用 于 非 规则 数据 . 

4. 几 种 常用 站 范 数 1 
” ” 基 函 数 的 选取 是 一 个 极 重要 而 又 不 容易 解决 的 问题 ,通常 考 
虚 的 有 ， 

乘积 型 基 东 才 (92)g,0)} 例如 可 选取 {1,T yy Ty Ty ). 
这 就 是 通常 采用 的 二 元 二 次 函数 

z=ao orztaytasryt or tasy 

作为 模型 负数 . 乘积 型 基 函数 的 另外 选取 方法 为 在 两 个 方向 上 采 
用 瑟 样 条 函数 1B, zy)Bety))， 芭 在 zy 方向 上 都 采用 局 部 各 
近 ; 或 者 在 y 方向 上 填 1,y,*% 为 基 ( 全 局 二 次 少数 前 近 )x 方向 上 
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用 吾 样 条 为 基 !( 局 部 样 条 各 近 ) , 即 
z 一 F(zy 人 ) 一 之 / cB lr)y 
当 考 虑 散乱 数 据 带 近 时 ,距离 是 一 个 重要 因素 ,也 就 是 说 远离 
《zyi 的 那些 点 的 函 数值 对 Fx 的 影响 是 微小 的 + 因此 基 函 


数 中 常 含有 
1 1 


人 Mr ety yy) 


的 因子 ,例如 
z=F(z,y) = arr, yogrer,y) tb rtby bs 
Duehon. 丁 称 之 为 簿 板 样 条 . 或 
z=—F (ey) = ar (zi3) 下 十 加 y 十 机 
文献 中 称 之 为 蕉 三 次 样 条 . 
Lorente 于 1966 年 指出 一 个 结果 ,对 构造 基 清 数 和 选取 基 函 
数 的 个 数 具 有 指导 意义 : 


如 果 六 zx,y) 在 [0,1]X[0,1] 上 连续 ,那么 存在 着 两 组 连续 函 
数 多 Cz) 利 ptr} ts 25 使 Fe 可 表 成 


flr 0) = 0 Rr) + hy)) 
这 里 (， ) 是 依赖 于 f(z,y) 的 单 变 量 连续 函数 . 
例 75 在 土豆 生长 期 间 , 施 用 林 同 县 的 所 CN 和 钾 ( 天 ) 肥 
量 , 产 量 结果 如 表 ?-6 所 示 . 稳 各 均 固 定 在 = 200kgyha 水 平 上 . 
一 般 林 假定 产量 了 是 施肥 量 六 . 玉 的 二 次 函数 (这 点 从 对 六 
和 天 单 因素 的 散 点 图 .上 可 以 看 到 ), 不 直接 将 # 表 成 N,KK 的 函 
数 ,而 是 作 中 心 化 处 理 ,引进 新 的 变量 


_N—260 到 一 370 
60 ?  100 
将 了 表 为 xm ,as 的 二 次 名 项 式 . 可 以 直接 证 明 ， 
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六 7-6 施肥 量 与 产量 观测 数据 


Nikg/hay K(kg/hay 产量 yiT /ha》 


| := = :M2 


WC) = SR) = 
在 试验 的 ?点 上 正 交 . 可 将 二 次 模型 表 为 二 次 正 交 多 项 式 
9) 二 i 十 By 十 局 (本 一 三) 十 Buus 十 BC 史 一 他 十 Bomrua ,利用 让 
交 性 ,可 得 回归 系数 
和 =47, 甩 =2,8, 记 一 子 ,有 一 3. 2, 记 一 9.5, 记 一 2. 25， 


在 本 例 模 型 选择 的 讨论 中 ,剔除 和 引进 变量 的 问题 ,参见 文献 
[2][18], 

例 7-6 枪 直射 表 问题 [27], 

枪 雹 射 表 是 一 张 以 数值 形式 给 出 的 二 元 函数 表 , 自 变量 为 水 
平 虐 离 4 及 垂直 距离 刀 ,函数 为 高 角 w. 它 指出 ,如 和 欲 击 中 水 平 趾 
离 为 4, 垂 直 高 度 为 互 的 目标 ,为 了 克服 重力 的 影响 , 枪 雹 管 的 全 
角 应 比 目 标的 高 低 角 csin -7 二 记 商 出 多 少 ,如 图 7-3 所 东 . 

由 于 空气 阻力 与 重力 的 交互 作用 ,在 客观 上 函数 <(d, 吾 ) 不 
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能 由 理论 力学 算出 , 它 的 形式 异常 复 杂 . 如 果 将 表 函 数 <td, 吾 ) 
由 实验 数据 整理 出 来 , 数 
据 量 殷 大 ,不 能 存 和 计算 


机 . 入 此 希望 能 找到 它 的 
一 个 近似 的 解析 表达 式 ， 
AAA 当然 要 求 有 较 高 的 精度 . 


一 显然 ;对 于 每 个 具体 
图 7-3 高 角 4 与 高 你 角 型 导 的 枪 炮 而 盲 , 画 教 
et 吾 ) 者 是 充分 光 渍 的 . 因此 ,根据 函数 逼近 理论 中 的 Weier- 
strass 定理 ,可取 郴 数 级 数 
SdH (2) 
中 的 有 限 项 作为 函数 的 近似 解 表 这 式 ,其 中 系数 按 最 小 二 必 法 ,由 
表 函 数 ad ,如 ?的 数据 得 出 . 然而 在 实际 计算 发 现 , 表 函 数 atd， 
吾 ) 的 形式 十 分 复杂 ,而 且 在 4 和 瑟 的 数据 跨度 很 大 的 情况 下 ,会 
入 误差 的 存在 使 得 考 虚 的 问题 不 能 实现 . 一 个 仅 具 有 理论 上 的 完 
备 性 的 基 孙 数 厅 ,在 天 近 中 需要 很 多 项 十 能 达到 必要 的 精度 ,而 项 
数 增 多 , 则 阶 数 必 高 ,使 数据 的 跨度 变 得 越 来 越 大 ,于 是 会 入 误 芋 
的 积累 变 得 越 来 越 严重 , 钠 致 在 远 远 还 未 达到 必要 的 让 近 精 度 以 
前 ,无 论 再 怎样 语 加 (1) 式 中 的 艾 数 项 , 通 近 的 精 诬 已 不 能 再 有 所 
提高 7. - . : 
为 了 改变 这 种 状况 ,有 如 下 两 条 出 路 ;1° 分 片 遥 近 ( 这 样 做 肯 
定 可 以 提高 逼近 的 精度 ,但 是 所 得 到 的 表达 式 在 使 用 时 计算 过 程 
变 得 复杂 ,同时 和 需要 事先 存 入 计算 机 中 的 数据 量 也 相应 增加 ); 
2 分 析 表 渗 数 w(d, 互 ?的 性 质 , 寻 求 较为 贴切 的 逼近 基 函 数 系 专 
提高 通 近 的 效率 . 这 种 方案 一 般 比 较 困 难 . 寻求 这 种 “贴切 ”的 基 
函数 需要 有 很 好 的 针对 性 和 相当 的 技巧 . 然而 有 村 也 还 是 有 若干 
方法 能 有 助 于 实现 这 个 方案 ,这 种 方案 一 旦 实现 ,效果 必然 会 是 相 
当 理 起 的 . 其 中 一 种 方法 就 是 分 析 间 类 数学 模型 中 普遍 存在 的 光 
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少 性 ,对 称 性 .周期 性 .相似 福 , 守 但 性 等 ,然后 利用 这 些 分 析出 来 
的 性 质 , 对 基 函 数 系 加 以 自然 的 选择 . 

分 析 一 张 具体 的 表 函 数 Cd, 百 ), 其 中 4, 如 >0, 很 难得 出 什 
么 有 用 的 性 质 ,为 了 便于 分 析 ,不 局 限于 直接 考虑 这 个 数值 表 卫 
数 ,而 先 考虑 这 个 数值 表 函 数 所 要 近代 表现 的 那个 客观 存在 的 在 
力学 上 具有 精确 意义 的 画 数 5(d, 吾 ), 为 进一步 分 析 zkd, 妃 ?的 
性 质 ,想象 将 4, 玉 开拓 成 可 取 正 值 亦 可 取 负 值 、 这 种 延 拓 ,从 实 
战 角度 看 ,当然 毫 无 意义 , 因 不 能 施 转 您 口 ,使 其 从 瞄准 前 方向 信 
过 头 去 瞄准 后 方 ,更 不 能 使 雹 口 朝 着 地 下 . 但 是 ,在 沅 开具 体 的 技 
术 困 难 后 ,从 纯粹 的 数学 和 力学 的 角度 考 串 ,这 种 延 拓 具有 确切 全 
义 . 如 图 7-4 所 示 . 


图 7-4 囊 函 数 eltq, 恕 ) 的 延 顶 图 7-5 交角 的 图 示 

将 延 拓 后 的 4d 及 瑟 分 别 记 为 + 和 z, 则 原来 的 表 函 数 ald， 
开 ? 就 是 延 折 后 的 表 画 数 atxz,z) 在 第 一 莹 限 的 一 张 数值 洗 . 

对 王 钞 数 alx,z), 容 易 分 析出 它 的 周期 性 与 对 称 性 ,同时 它 
们 仍然 保持 充分 的 光 请 性 ， 利 用 这 些 性 质 , 即 可 选送 一 列 较 为 “ 贴 
切 ” 的 适 近 基 函 数 ， 

为 便于 分 析 , 在 (z,z) 平 面 上 引进 变量 DD,g( 见 图 7-5) ,其 中 
马 = v 和 十 于 , 即 目标 至 雹 位 药 距 离 ,” 为 从 = 轴 方 向 右 旋 至 目标 
矢 径 的 角度 . 在 此 参数 系 下 ,ea 为 合击 中 目标 , 雹 管 须 自 目标 矢 径 
方向 左旋 的 角度 . 

在 这 样 的 坐标 系 与 参量 的 选取 之 下 ,可 写 出 高 度 耳 数 & 的 反 
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对 称 性 质 : 


4 有 D, 风 一 一 4 一 内 (3) 
这 种 反对 称 性 质 的 根源 在 于 重力 场 是 均匀 的 且 其 方 往 溢 着 * 轴 的 
相反 方 同 . 
还 可 以 写 出 高 度 角 函数 # 的 周期 性 . 
a(D,p) =atD, pt 2r) 4) 


此 周期 性 的 根源 纯粹 基于 参数 系统 的 合适 选取 
由 (2)(33 式 ,再 利用 Fourier 理论 ,可 得 展 式 
(DD = DacD) " sinng (5) 
其 中 a.D) 表 示 琅 的 一 元 函数 . 
引进 高 低 角 * 一 9 上 三, 其 几何 意义 为 自 z 轴 正 向 左旋 目标 矢 
径 的 角度 ,认为 < 是 D,s 的 函数 , 则 下 (4) 式 得 
， CD,0) = [ss CDyeosG2i- DeHbuCD)sinaia] (6) 


其 中 Bo_1CD) ,Bt 部) 表示 DD 的 一 元 函数 + 
注意 到 (5) 式 中 的 cos(2i 一 De 与 sin2ie 都 可 表示 为 如 下 形 
式 ， 
coss * [co 二 cine] 
其 中 s7 为 正 整数 ,ca re 为 实 的 笔 对 常数 * - 
再 利用 Weierstrass 通 近 定理 ,将 :5) 式 中 的 By! (D)S BD) 
写成 品 的 级 数 形式 ,于 是 得 出 


al(Dye)—cost » Sopisin'e C7) 
其 中 ， cu 为 实 常数 . 于 是 肖 近 对 表 的 基本 雪 列 可 沁 为 
cose SEE 一 87) 
将 上 述 讨 论 局 限 在 第 一 象限 ,由 定义 
a 


d+H*, cost= 


于 是 所 选 基 琐 数列 为 
dH /d+ HDIGTD ,i, j=—0,1,2 (9) 
实际 计算 表明 ,这 是 一 列 效率 相当 高 的 基 函 数 , 它 比 (1) 式 中 
的 二 元 多 项 式 函数 列 要 好 得 多 ,在 所 得 的 整体 逼近 的 解析 表达 式 
中 , 阔 数 项 成 儿 倍 地 减少 ,精度 更 是 几 十 倍 地 提高 . 
对 前 苏联 生产 的 卡 斯 -19 式 100mm 口径 高 射 炮 射 表 作 试验 ， 
基 范 数 (8) 式 中 的 如 下 8 项 (如 表 7-7? 所 得 结果 中 ,函数 a 带 近 误 
差 的 均 方 根 为 0. 225. 其 中 a 的 单位 为 密 位 (1 密 位 一 562 弧 度 )， 


射 表 中 a 的 最 小 鹿 度 为 1 窗 位 ， 
表 77 基 范 数 中 的 8 项 


37.5 非 线性 回归 


在 很 多 实际 问题 中 , 当 从 散 点 图 或 从 机 理 分 析 判 断 两 变 重 之 
间 的 关系 不 是 线性 关系 时 ,应 考虑 采用 曲线 氮 合 . 由 于 非 线性 捕 
述 的 内 容 极为 丰富 ,因此 采用 什么 画 数 5 或 称 模型 ) 来 作为 拟 合 昌 
线 ,是 非 线 性 回归 中 的 关键 问题 . 

1. 内 线性 模型 

有 些 模 型 ,例如 

y= hery y= ttlnr ,y=— Bt hr 

等 ,对 自 变量 z+ 都 不 是 线性 的 ,但 > 对 参数 fo 和 有 而 言 是 线性 
的 , 这 时 可 以 用 适当 的 代 换 化 为 线性 模型 . 

另外 有 些 模型 ,例如 


1 i 
yy hoe 
一 所 zy 一 (Bo 十 Br 
20€ 


等 ,虽然 ?对 zz, 对 参数 应,p 都 不 是 线性 的 ,但 也 可 以 找到 适当 的 
变换 ,化 为 线性 模型 . 

以 上 两 类 模型 ,统称 为 内 线性 模型 ,或 称 为 可 化 为 线性 模型 的 
回归 问题 . 对 这 种 问题 的 处 理 ,一 般 可 先 化 为 线性 模型 ,然后 再 用 
最 小 二 乘法 求 出 参数 的 估计 值 , 最 后 再 经 过 适当 的 变换 ,得 到 所 求 
的 回归 曲线 . 这 样 缀 过 变换 再 求 加 归 曲 线 的 方法 ,当然 对 估计 参 
数 的 性 质 会 产生 影响 ,比如 ,不 再 具有 无 偏 性 等 等 . 

六 种 常用 的 内 线性 模型 及 其 变换 列表 7-8. 

囊 7-8 


变 接 后 的 钱 性 式 


竹 男 散 y=ax* Ynyst’ 一] 区 -9 =lnat br' 
指数 函数 > 一 ae y=]nat+ be 
驶 曲 应 数 一 二 ¥ =a 二 br! 
对 数 函 数 y= 二 a 十 本 nzr 一 十 Er 
指数 函数 yy 一 ae 二 YY =Ina+ br’ 

1 ， ， 

5 型 曲线 > 一 5 十 反 二 光一 az 


fa) 
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人 by » 


2 » 
0) | ， 《Ben | 三 
指数 画 数 y < 员 ee 的 沿线 


(5<0) 工 (的 


宇 


(B20) 2 1 , 
指数 函数 将 型 咎 线 ? 一 5 二 = 
y= 二 aes 的 基线 
峰 7-6 
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面 对 实验 数据 ,如何 选取 适当 的 非 线 性 模型 ,是 建 模 的 难点 . 


除 将 各 种 模型 逐一 比较 的 方法 外 ,最 常用 的 方法 主要 有 机 理 分 析 
和 和 散 点 图 特征 分 析 法 . . 

. 例 7-7 为 了 检验 X 射线 的 杀菌 作用 ,用 200 和 干 优 的 关 射 线 
来 照射 细菌 ,每 次 昭 射 6 分 钟 . 照射 次 数 记 为 +, 共和 朋 射 15 次 ,各 
次 照射 后 所 剩 细菌 数 y 如 表 7-9 所 示 、 

表 7-9 元 菌 煞 观测 烙 据 


EE elope 
加 可 加 四 四 加 加 区 
5 


首先 画 出 其 散 点 图 如 了 图 ?-? 所 示 ， 


一 392. ?45 人 Be 人 


” .， 图 ?7 细菌 数 散 点 图 与 它 的 回归 曲线 
从 散 点 图 的 特点 分 析 , 可 供 选 择 的 非 线性 模型 有 , 双 曲 函数 y 
一 元 后 7, 扼 物 线 ( 寡 函 数 的 变形 )? 一 a 十 久 十 c 和 指数 函数 > 一 
ae* ,其 中 最 为 接近 的 是 指数 函数 . 另外 ,由 以 往 经 验 知 ,细菌 数 > 
的 对 数 应 是 照射 次 数 : 的 线性 函数 , 即 
in3 一 外 十 Ra， 3 一 ce 
其 中 ,a=e%. 令 y' 一 Iny, 则 有 
y= 
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采用 最 小 二 乘法 ,可 得 Ps, 的 估计 值 ,从 而 有 
YY! =5. 97316—0. 21843t 

或 Ye Hie HY 
即 P= 9302. 74568e 3. 

这 种 负 指数 模型 常用 于 生物 生长 、 细菌 楷 殖 和 经 济 指标 的 增 
长 等 . 

例 7-8 武钢 厂 出 钢 时 所 用 盛 钢水 的 钢 包 在 使 用 过 程 中 , 钢 
酒 及 炉渣 对 包 衬 耐火 材料 的 侵 伍 ,使 其 容积 不 断 增 长 . 经 试验 , 钢 
包 的 容积 (由 于 容积 不 便 测 量 , 故 以 钢 包 盛 满 时 钢水 重量 来 表示 ) 
与 相应 的 使 用 次 数 ( 也 称 包租) 的 数据 如 表 7-10 所 示 ,希望 能 找 出 


其 定量 关系 
表 7 了 -加 向 包 客 积 观 测 数 据 


5 es 


首先 画 出 散 点 图 (图 了 


使 用 次 数 (z) 
容积 (y》 


y -4.06r 
学 ”这 和 686 十 去 


图 7-8 和 贷 包 春 积 散 点 图 图 7-9 
- 从 图 中 可 见 , 最 初 容积 增加 很 快 , 以 后 还 渐 减 慢 赵 于 稳定 ,这 
正 是 双 曲 线 的 特点 . 用 双 曲 线 
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- 1 1 
9a yt 
来 表示 容积 y 与 使 用 次 数 z 之 间 的 关系 , 令 
， 1 ， 1 


出 一 yy， Nr 二 地 


则 有 
久 二 以 十 区" 
利用 最 小 二 乘 方法 得 到 系数 的 估计 值 , 风 
=0. 008966 十 0 0008302x" 


a 全 
即 » 0.0008302 十 6. 008966z 
历史 上 一 个 著名 的 便 子 说 明了 散 点 图 和 待 选用 的 非 线 性 曲线 
的 特点 可 作为 网 用 模型 的 依据 . 
在 寻找 有 关 细 菌 生长 的 合适 数学 措 述 时 ,Moned 比较 了 两 个 


候选 模型 , 问题 的 一 般 形式 是 ; 
dr 
HAS) 


| 至 =- 1 dx 


dit yd 
y= rt Ts () 
其 中 ,是 作为 人 口 密度 产量 的 生物 量 该 度 ,* 是 作为 可 利用 食物 
座 基 的 作用 物 浓度 . 当选 择 不 同 的 X35) 时 ,可 获 不 同类 型 ， 
M, HF) pel) yso Logistic 模型 ) 
Mis HCEIS) = ps/ Chy ts) 

两 个 模型 都 是 非 线性 的 ,对 响应 xz) 进行 分 析 , 用 数学 方法 
发 现 它 呈 现 < 形 ,并 且 是 非 递减 的 . 其 中 名 在 x==0 和 和 =zxu(zx 
的 最 大 值 ) 中 间 有 一 拐点 ;ad 的 拐点 依赖 于 参数 值 , 大 致 位 于 曲线 
的 上 半 部 某 处 . 通过 观测 实验 数据 的 散 点 图,Moned 发 现 独 点 接 
近 于 最 大 值 zw, 于 是 模型 M, 被 拒绝 ,而 采用 对 , 作为 模型 . 

作为 选用 "合适 "的 非 线性 模型 的 “第 ? 方 法 ,是 逐一 比较 各 种 
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非 线性 模型 ,这 就 需要 有 一 个 评价 标准 ,在 一 元 线性 回归 中 ,用 相 
关系 数 r+ 检验 回归 方程 . 对 于 一 元 非 线性 回归 问题 ,用 类 似 于 相 
关系 数 的 相关 指数 来 衡量 所 配 碍 线 效果 的 好 坏 .. 相关 指数 定义 为 
> yh) 
了 (3 一 3 


民 z 一 1 一 


，R* 越 接近 于 1: 所 配 曲 线 的 效果 越 好 . 另外 , 残 差 平方 和 


AQ= yi’ 

与 祭 准 差 四 

Dy 

天 一 全 

都 可 以 用 来 衡量 曲线 的 拟 合 好 坏 . 怠 (或 3S)? 越 小 说 明 拟 合 得 越 好 . 

例 7-9 辣 新 讨论 人 饼 7-7.y 与 + 的 函数 关系 可 能 为 指数 模型 y 
二 we* ,也 可 能 为 等 画 数 模型 > 一 at | 

若 采 用 y 一 at, 令 y* = 二 Lnystr 二 lnt, 得 

=]lna 二 TB = Br 


计算 得 HB. 415—1. 177¢" 
即 y= 610. 981z 1" 
残 差 平 方 和 为 
Q=2) 《3 一 ?72 一 777945. 956 
标准 差 为 
| 外 
生 一 IT 一 77.333 
相关 指数 为 
( )? 
R=1— 人 2- > =0.,397 
(Gy 一 3 人? 了 


而 采用 指数 函数 y= 二 ae”, 相 应 的 残 差 平方 和 、 标准 六， 相关 系 
数 分 短 为 4015. 315,17. 575,0. 969 均 优 于 前 者 . 所 以 指数 横 型 优 
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于 大 函数 模型 . 


2. 一 般 非 线性 模型 
并 不 是 所 有 非 线性 模型 都 可 通过 变换 化 为 线性 模型 . 例如 
y 二 e887 十 ey 二 遍 十 B1”， y= (pot re) ! 

等 ,无 论 使 用 怎样 的 变换 ,都 不 能 化 为 线性 模型 . 这 样 的 模型 , 称 
为 本 质 非 线性 模型 或 纯 非 线性 模型 ， 

一 般 非 线 性 模型 的 形式 为 


| y= f(r,0+e 
其 中 , f 是 一 般 的 函数 ,9 是 p 维 参数 向 量 ,。 是 一 随机 误差 变量 ， 
E (ey) =0, Var {e) ~—a’. | 
求 < 最 小 二 恨 " 拟 合 曲线 ,就 是 求 6 的 估计 六 使 
mins (8) 一 之 /gj 一 Ly fz,0) 1 
再 将 5 的 值 代入 fz,9) ,得 到 氢 合 曲线 
3 一 rr 
问题 转换 为 求解 非 线性 规划 问题 . 用 手 非 线性 规划 的 逐次 线 
性 化 方法 或 变 尺 度 方 法 等 都 可 用 来 求解 这 里 的 “最 小 二 乘 ” 问 题 . 
通常 采用 高 斯 -牛顿 方法 求解 . 
设 Cripw 站 二 1,2,'"* 1 是 观 索 数据 . 用 记 (2) 代 芝 fra ,Ss 
代替 SC9). 四 
在 点 8 一 各 处 ,将 广 (9 泰勒 展开 ， 只 取 前 两 项 
9 一 (8 十 (名 78 一句》 


式 中 
1 f= fs OT 
J 了 t9,) 是 nxp 阶 雅 可 比 短 阵 . 
ER EF CB) 3A (0) 1 
EE 30: . 二 
J }= PP ”" PP 
of 0) sf | 
201 20， 90, 
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用 J 记 y yar | 


S =fy fr) Ty FOF Ly 00)] 
=—[y— F000) — IT) BO— HT Ly— £00) — 0 0—A,)] 
=[y— F000T Df)]—20y— f(T (8) 0—0) 
+ (0—B TT 0) (00— 6) 
记 8(0) 一 [ 侍 , 尘 ,… 竺 省 
则 有 1 
gO =—— 2 (0) Ly— FOI HT27 BT OY OO,) 
邻 gg 四 一 0, 有 | 
J OOTF HI C—O) = BL yo FB) 
0=W tT OIFT OY TBO) Ly— A 0)] 
这 样 得 到 递 推 公式 
0 ;= 二 [CGT] weoD- Fo]] 
考虑 线性 神 型 
: 3 一 2 十 E 
雅 可 比 矩 阵 为 
了 (的 一 x 
元 论 从 哪 一 点 名 开始 ;第 一 估计 a 为 
站 一 外 十 人 rr) (一 了 站 二 外 十 CTT)TIET7 一 负 
一 (xz7x) x y. 
继续 下 去 ,估计 值 不 变 , 即 第 一 步 就 可 得 到 ?的 估计 值 . 这 与 线性 
回归 中 的 结果 一 样 . 由 此 可 胸 ， 求 回归 直线 的 方法 是 高 斯 牛顿 方 
法 的 特殊 情形 ， 
例 7-10 根据 药理 学 的 蛋白 结合 理论 ， 蛋白 的 Langmuir 融 
单 分 子 层 具有 吸附 功能 ,在 恒温 的 条 件 下 ,每 一 克 和 蛋白 的 药物 吸 蔡 


量 y 与 血浆 浓度 x 的 关系 为 > 一 二 . 表 7-11 给 出 了 10 组 观察 


值 , 求 a 与 8 的 估计 值 - 
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表 7-11 药物 吸附 量 与 血 桨 浓 认 观 测 数 据 


21.1 51.7 77.2 2]2.4 9.5 22.5 42.3 67-.8 234.8 


此 题 显 然 可 采用 变换 ,将 模型 转换 为 
1 2.1_.1 
y B'rith 
、， 1 ， 1 a 1 
令 洲 = 省 ,z' 一 士 ,a= 务必 一 训 , 则 得 到 线性 模型 
y=ar' 十 所 


在 得 到 估计 值 a。 和 5 局 ,B= 二 ,a 一 和 


这 里 采用 高 斯 -牛顿 公式 ,直接 求 和 有 的 佑 计 值 ， 因为 
af Br BF x 


ga {a zap atx 
联 a;,5 的 初 什 为 ao 一 261. 39,5 一 5.98, 则 六 与 y 一 六 为 


-0.0010 0.04631 一 0. 17411 
一 0.0016 0.0747 . 0. 0190 
一 0. 0032 0.1651, —0. 2205 
—0.0040 0.2280 0. 2095 
一 0.0057 0.4483 一 0. 2188 
yo ， 了 一 六 一 
一 0.0008 0.0351 一 0. 1267 
一 0.0017 0.0793 —0. 0750 
—0.0027 0.1793 0. 0561 
—0.0037 0.20860 0. 5034 
一 0. 0057 0.4732 一 0. 4698 
计算 得 
CTado) oo {yp— f= 188.62,— 3.02)7 
代入 递 推 公式 有 
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al 一 261. 39 一 188,. 682 一 72.77 
5 一 5. 48— 3.02=2.96 
若 最 临界 值 3 一 0. 00005 ,继续 选 代 则 最 终 可 得 “与 及 的 估计 信 为 
a=144. 66, 五 一 4.05 
即 拟 合 番 线 为 


、 站: 口 5 部 
?一 144 66+x 


其 图 象 与 表 7-8 的 散 点 图 如 图 7-10 所 示 、 


站 工 
sy) 7 hd008302+0. 0089667+ 


图 7-10 药物 吸附 量 散 点 图 与 回归 曲线 
8 7.6 某 些 常用 非 线 性 模型 


这 里 主要 讨论 非 线性 增长 模型. 
一 ,5 形 增 长 模型 


增长 模型 在 很 多 领域 都 有 应 用 ， 生物 学 .生态 学 、 化 学 以 及 政 
治 和 经 济 等 等 领班 . 增长 机 型 一 般 是 机 理 横 型 ,而 不 是 经 验 横 
型 
1. Logistri 模型 
Logistri 模型 的 推导 参见 第 五 章 # 5. 2. 其 形式 为 
dw _ 人 一 my 


dz (R20) 
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~ ed 


方程 的 解 为 
w=a/tlt+pe *) 


由 于 limw 一 a, 这 也 是 一 种 产 近 回归 模型 . 
它 的 变形 有 


ww 


a 1 
”Texp(8 一 六 ， e+ Pexp(—t) 


人 一 一 


1 a 
atpr’ ~ 1+exp(A) rt 


ty 


[2 
一 车 “re’ “1+pBexp(—r) 
等 等 . 有 时 它 也 被 称 为 自动 仅 化 增长 模型 . 
2. Gomperty 模型 
车 增长 率 为 


~ holog Ca/w) 


方程 的 解 为 
名 一 aexp[ — Be *] 
它 的 曲线 也 类 似 于 8 形 。 黄 形 状 特 点 是 ,由 生生 0, 扣 点 为 w 于 


一 和. 3682 ,对 应 “上 一 logp8AE， :另外 . 由 一 


logw), 隐 含 着 相对 增长 率 与 1ogw 之 间 的 线性 关系 . 
注意 到 
dd 


klog (二 ) 一 点 (logea 一 


[loga— log (aexp( Pe- * 3)] 
=k[loga—ioga+ Pe *]=ApBe * 

log (Se de) -iog(E8) kt 
这 表明 相对 增长 率 的 对 数 与 时 间 + 有 线性 关系 . 


该 模型 的 变形 为 
w—acxp[ —exptB—rzr)] 
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w=expla— fr ) 

Logistic 模型 和 Gompertz 模型 的 图 形 都 具有 S 形 ， 曲线 在 某 
点 后 递增 率 由 迅速 增 大 而 这 类 减 小 ,并 且 趋 于 一 个 稳定 值 , 即 曲线 
存在 拐点 称 为 3 形 生 长 模型 有 很 多 浮 数 都 可 作为 5 形 生 长 模 
型 , 除 上 述 两 种 外 ,还 有 

Richards 模型 

w=ar/[1+exptB Oo—rt) 1 
Morgan-NMlercer. Flodin 模型 


ta 
r+ 


Weibull 模型 
w=a— Bexp(—re) 2 
S 形 模型 中 的 参数 <.8 和 有 其 自身 的 含义 .参数 «与 渐 近 
性 有 关 , 对 于 大 部 分 模型 , 产 近 线 是 y 一 a( 或 exp (a), 云 ); 参 数 5 
与 y》 办 上 的 “ 截 距 有关, 对 于 某 些 模型 , 截 距 正 好 是 ;参数 7 与 
响应 变量 从 “ 初 值 "由 8 的 大 小 确定 ?改变 到 它 的 “ 余 值 "( 由 “的 
大 小 确定 ) 的 速度 有 关 ' 在 四 参数 模型 中 ,参数 3 用 来 增加 数据 
合 模型 的 灵活 性 . 
对 于 这 些 模型 参数 的 估计 ,通常 是 从 一 组 数据 出 发 ,假设 非 线 
性 模型 为 
3 一 (zy 的 十 E (加 法 误差) 
或 
y= f(x Oe {乘法 误差 》 
然后 再 分 别 求 出 残 差 平方 和 @@= 之 /(y 一 多) , 取 Q@Q 值 最 小 的 模型 
作为 应 拟 合 的 模型 


例 7-11 表 ?-12 中 列 出 四 组 观测 数据 ， 其 散 点 图 如 图 7-10 
所 示 , 试 研究 其 规律 ， 
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> 表 ?7-12 四 组 现 测 数据 


数据 组 1 | 数据 组 I 数据 蛆 下 数据 组 Ny 


证 了 证 


14 10. 80 2 33. 83 1 1. 52 .5 1.3 
21 18. 59 3 65. 89 2 2. 95 2- 5 1.9 
28 22. 33 4 97. 20 3 时- 34 3.5 3.4 
42 39, 33 5 191. 83 4 5- 26 4- 5 5-3 
S57 56, 11 6 326, 20 5 5. 84 8.8 7.1 
63 61. 73 了 386. 87 6 号- 21 6.7 10.6 
?0 64.62 8 520. 53 8 5. 50 7- 5 16.0 
79 B67., O8 9 590. 03 10 5. 83 8.5 16. 4 


c- 从 图 可 见 , 它 们 都 是 3 形 生 长 模型 (上 共有 渐 近 性 和 揭 点 ), 对 
这 四 组 数据 分 别 按 吉 法 误差 和 乘 滩 误差 ,用 五 种 生长 袜 型 进行 参 
数 估计 ,并 计算 残 差 平方 和 @ 与 方差 六 二 Q/n 一 ,如 表 7-13 所 


Hs 
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和 106 
20 dd 60 80 | 4 B88°* 2 16 t 
ne 水 当量 
20 
5 lt 
1 Wy 
3 42 
8 
1 4 
0 2 4 0 2 6 ]0 14 上 
加 ?-10 


从 表 中 容易 看 出 每 一 组 数据 用 哪 一 种 模型 拟 合 较 好 ， 

3. 渐 近 回归 横 型 

形 如 y=a 一 记 ? 的 浙 近 回归 模型 ,广泛 地 用 于 农业 ,生物 学 和 
工程 学 . 它 最 时 也 是 最 经 常 的 一 种 永 用 是 在 炖 肥 试 验方 面 ,z 表示 
肥料 的 使 用 量 ,y 表示 作物 产量 ,此 模 弄 常 称 为 Mitschertich 律 . 
在 渔场 研究 中 也 常常 用 此 模型 描述 鱼 的 长 度 与 年 龄 的 关系 , 称 为 
VonBertalanffy 生长 曲线 . 当 增加 时 ,曲线 接近 于 某 一 浙 近 线 ， 
但 与 5 形 生 长 宰 莉 不 闻 的 是 ,该 类 模型 没有 捐 点 . 

一 种 新 近 回 归 模 型 是 单 分 子 增长 模型 , 它 的 形式 为 

y=a(tl— Be “) 
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全 


站 


,DFOD 0 SB 和 “个 | Penn 0 全 训 [站 闪 
Z90°E| OBE 0 人 | oye TTT 人 
8T200 :0 二 TO OD BPo8 9 台 99 6L5 “FE 
66.6I| 136T| F9z°t | ecg:t 6E6 6 
22'I2| 0T'T Ss6'g2|l B02z BL 08 
9z200°0| 8970'0 om 0| 87000| 5600 Pap0%0 
88T gaoT 0 Gur2) gL “I0°T 
9z80 昌 8TTO Essll 96°21| #62'1| 6¢20 
Oge's!l bsg Srgt| Terr geg'pl ot 
8 和 9 959°9| ge8'9| 986'9| z8p'gl beg 
E800'0 | ZT4| 08T0 0 STOT|TS00 局 662 TO0 0 
168 3 | 298 | BLE | TI9 | ero't | e221 
6200 0 ESTOD 'D Qo5 9 989 从 Dd 汐 O89 "OD 
6°269| S29| 691 98 58 | 6ppp | se | eget 
680él 0969| 98] Bg) gz20Ll 9669 807 
QO0 0 89 Tapo0 0 | 1 SE0070 1 
901'2| Big'el 862'2 | gz8'2 ZL0°T| YET 
T92000 0| O00TO000 0 Ebr 了 了 与 避让 90 OD 680*0 
P99| 8g9°I9| ae 4 | e688 gib2| sg 
BP Ee) 9669| 92°E6 | 96°08 | £322| 29°69 
村 讼 洪 游 训 强 梁 喧 | 肢 狼 当政 | 票 认 有 名 | 村 课 汽 夫 | 早 课 洋 咱 dd 受 诊 梁 虹 | 使 广 梁 线 | 爱 认 梁 星 
五 放风 由 征 当 便 钼 罕 芋 醒 。 | 声 认 第 间 刀口 民 
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它 是 方程 
dy paw) 


的 解 . 
其 他 类 型 的 渐 近 回归 模型 大 
y=a{l—exp[— Cx+ A)r]} 
y=a—exp[— (f+rz)] 
y=a—exp(—B)r’ 
y 一 二 一 Br 《GD) 
y=exp(la) 一 及 六 
注意 到 参数 7 由 exp 人 一 rr) 变换 到 盖 , 参 数 吕 由 sxp(_ 的 变 
换 为 记 ， 参数 a 由 “变换 到 expte) 都 将 导致 线性 程 庆 的 改善 ， 而 a 
变 为 二 划 更 为 理想 ,因此 (1) 式 模型 应 用 更 为 广泛 . 
4. 产量 -密度 模型 
在 农业 生产 中 ,农作物 产量 和 密度 之 间 有 密切 的 关系 . 一般 
在 实际 中 会 出 现 两 种 基本 情况 , 即 所 谓 “ 渐 近 线 "和 “* 拢 物 线 "产量 - 
密度 模型 . 
用 z 表示 单位 面积 播种 数 ,y 表示 每 操作 物 的 产量 ,那么 。 一 
zy 是 单位 面积 的 总 产量 . 如 果 wm 随 着 单位 曾 积 种 植 数 的 增加 逐 
步 上 升 到 一 攀 定 值 ,就 称 其 服从 渐 近 线 产 量 - 密 度 关 系 ;如 果 w 随 
车 单位 面积 播种 数 的 增加 逐步 上升 到 一 个 最 大 值 ,然后 逐步 下 降 ， 
就 说 它 取 从 抛物 线 产量 -密度 关系 ， 
有 很 多 函数 可 多 用 来 描述 产量 -密度 关系 . 下面 是 三 个 参数 
个 数 为 3 的 模型 . 
1 Bleasdale( 巴 列 斯 尔 特 ) 和 Neldex( 乃 尔 德 1 在 1964 年 给 出 
的 裤 型 
3 一 (ae 十 有 ze) 二 
2* Hallidag( 哈 利 德 ) 在 1960 年 给 出 的 模型 
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y=(tot pri vor) ! 

3”Farazdagbhi( 兰 那 达 黑 ) 和 Haris( 哈 雷 斯 ?在 1968 年 绍 出 的 

模型 . 
y= Cat Pr}! 

当 8 二 gg 一 1,v= 二 0 于 ,以 上 三 个 模型 都 化 为 

y= (a Pz)! 

这 是 一 个 典型 的 斯 近 线 产量 -密度 模型 ,是 一 种 双 曲 型 函数 ， 
Shinozaki 和 Kira(1956}) 称 为 浙 近 模型 ,Mead(1979) 称 之 为 倒数 
模型 . 

新 近 模 型 的 参数 有 其 物理 意义 . 当 密 度 x 趋向 于 零 时 ,每 株 
植物 产量 y 趋向 于 二 ,因此 wk 或 二 ) 可 以 认为 是 ,在 没有 因 环境 次 
源 的 觉 争 而 产生 对 物种 的 抑制 作用 时 ,物种 的 “遗传 潜力 "的 一 种 


上 度量 . 在 较 高 的 植物 密度 上 , 当 zco 时 
1 


“ma 
因此 8( 或 方 ) 可 以 认为 是 “环境 潜力 "的 一 种 度量 . 
当 考 虑 如 何 选取 最 佳 种 植 密 朗 时 ,以 模型 全 为 例 ， 


ea 
Va rt 


求 得 极 什 点 为 z= 
即 是 说 , 当 求 得 Uy 的 估计 会 , 必 后 , 取 


-并 二 一 
型 


产量 最 高 . 
在 实际 处 理 时 ,一 般 对 上 述 三 个 模型 的 等 式 两 边 取 对 数 , 化 为 


Iny= 一 襄 In(e 十 pz 


iny 一 一 InCe 十 入 十 wz 
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lny= —In(tet pr) 
然后 求 使 
min 之 /ee 一 之 (ny 一 mn3 
的 估计 参数 - 

例 712 表 7?7-12 列 出 了 南 省 大 利 亚 四 个 产 好 (MG :蒙特 冈 
比尔 ;U ;乌拉 护 社 拉 ;PL :普尔 农 兰 丁 ;V :维尔 金 尼 亚 ) 洋 敬 的 数 
所 ,产量 y{ 克 /要 } 作 为 密度 z( 标 /mm2 的 函数 .其 散 点 图 如 图 ?7- 
11 所 示 ， 
表 7-14 四 产地 产量 与 密度 观测 数据 


深 黄 色 的 标准 西班牙 如 种， 自 色 的 标准 西班牙 品种 


{MG). (Ui (VY 


Y | x | 7 


吕 1. 了 1 | 89.45 | 79. 94 


95,47 | 71.28 | 98. 91 
98.05 | 5S6-61 | 103. 44 76.44 | 90.83 | ?79: 13 
98. 42 | 75.09 | 105. 05 87.10 | 92.91 | 70.93 


1023.48 | 65.26 | 111-39 84.54 | 101.B1 | 60.99 


105.80 | 64.48 | 113.78 69.09 | 103.78 | ?4.09 


108-53 | 61.84 | 119.92 64. 40 | 115.15 | 49. 45 


108-75 | 65.19 |120.89* B68. 81 | 123.06 | 56. 65 


115. 38 | 57.10 | 126.7?1 63.01L1 上 44.3] | 47. 84 


138.99 55- 45 | 155.68 | #0.08 


| 1583.15 | 38. 70 


146. 75 


160.97 180., 39° 


注 ; 表 中 兄 数 上 术 有 "的 太 是 可 性 的 ,在 计算 中 好 去 了 这 些 点 ， 
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产量 x100 
上 


0 2 60 100 140 0 20 60 100 140 
密 座 密度 


3 三 1 

< XX 

[3 听 1. 

t. 性， 
人 

20 A0 100 147 186 
密度 
» 图 ?7-11 四 产地 产量 散 点 图 


假设 表 7-8 的 数据 var (lny) 是 常数 ,用 中 @ 怨 三 种 模型 求 出 
参数 的 最 小 二 乘 估 计 和 残 差 平方 各 ,如 表 ?-15 所 示 , 从 中 可 见 , 等 
个 产地 用 什么 模型 拟 合 最 好 . 


表 7?-15 四 产地 三 种 回归 模型 参 获 表 


不 2 
10. O04524 


(3) 


0.03267 0.005043 


0. 3581X10-3 |0.08113X10-3] 0.02889X 107: 


0. 6346 10. 1976X 10— |1.263 


= (np) | 0.01229 0. 1231 0.01225 
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(1) 


续 表 


(2) 


0. 004220 


U la 0, 02019 0, 004859 
月 0. 3222X 10-3 |0.1012X10-4 |0.03877X10-3 
Bb 或 多 0, 7162 0.1933X10-5 |1.235 
HQ/ nm— py |0.02303 0- 02308 0. 02293 

PL 0. 003842 0. 002054 0. 002294 
月 0 1302X 10-3 |0,.08571X 10-3|0.06032X 10-3 
8 或 9 0. 9055 0.03808X 10-6| 1.080 
PA/ py |0. 007265 0. 00728? 0. 9007253 

V |a 0. 001803 0. 002084 0. 001648 
好 0.1418X 10-3 1GI31IXa10-3 |o.1581x 110? 
或 多 1.000 0.07796X 10-4| 0.9791 


并 二 如/ 一声 》 


0. 01562 


D. O01558 0. D01568 


本 和 昔 讨 论 的 是 数学 建 模 中 一 个 十 分 重要 而 又 十 分 转 难 的 问题 
一 一 结构 特征 化 问题 . | 

数学 建 模 的 目的 ,就 是 在 于 给 出 实际 问题 的 一 个 数学 结构 . 
面 对 一 组 观测 数据 , 建 模 的 首要 问题 是 如 何 选 定 一 个 合适 的 结构 
(模型 函数 ) ,然后 对 结构 的 参数 进行 估计 ,其 中 参数 估计 有 很 多 成 
熟 的 方法 ,而 模型 范 数 的 选择 则 共有 更 大 的 灵活 性 ,需要 更 多 的 经 
验 与 技巧 . 当然 这 两 个 步骤 不 是 移 然 分 开 的 ,参数 估计 的 结果 党 
常 被 用 来 选择 模型 和 函数 . 在 $3 中 已 看 到 ,参数 佑 计 对 选择 基 医 
数 的 个 数 是 有 用 的 . 
本 章 讨 论 了 在 一 类 候选 模型 函数 中 寻找 最 佳 者 的 方法 ,以 及 
选择 基 范 数 和 作为 常 微分 方程 反问 题 的 方法 来 寻找 适当 的 模型 函 
数 . 实际 上 ,如 果 我 们 能 了 解 问题 的 实质 、 利 用 机 理 分 析 获 得 结 
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梅 , 然 后 进行 参数 佑 计 , 无 疑 是 最 有 把 握 的 途径 . 然而 当 我 们 面 对 
一 组 观测 数据 ,而 没有 任何 先 验 知识 的 情况 下 ,我 们 能 做 的 仅仅 只 
是 在 一 堆 候 选集 中 寻找 一 个 较为 合适 的 ,显然 有 很 多 模型 接近 于 
这 组 观测 数据 ,因此 ,对 于 有 限 数 据 集合 ,结构 特征 化 问题 没有 叭 
一 解 . 充分 利用 ,挖掘 观 浅 数据 这 一 资源 对 选择 结 梅 至 关 重 要 ; 倒 
如 是 否 具 有 极 值 , 是 否 具 有 拐点 等 等 . 近年 来 ,选择 “合适 ”的 结构 
这 一 问题 ,不仅 内 统计 角度 在 深入 研究 , 它 也 被 认为 是 决策 问题 在 
数学 建 模 中 的 应 用 ,这 导致 了 建 异 支 持 系统 的 迅速 发 展 ， 


习 是 


1. 据 观 察 ,个 子 高 的 人 一 般 泪 都 长 , 今 从 16 名 成 年 女子 测 得 救 据 如 表 
7-16, 和 希望 从 中 得 到 身高 工 与 下 体 长 y 之 问 的 国 归 关系 . 
表 7-16 身高 与 下 身长 观测 数据 单位 :厘米 


re ED 
人 


2. 某 长 途 运 输 公司 在 同一 类 型 闻 卡 车 中 ,对 行 怠 公 里 数 y 和 行驶 无 数 x 
进行 统计 ， 得 数据 如 下 
囊 7-17 行驶 里 程 与 和 天数 观测 数据 


天 数 (z) 13.5 10 40 20 1.0 3.0 45 1.5 $3.0 5.0 
公里 数 (y)| 825 215 1070 550 480 920 1350 325 670 1215 


3. 为 了 提高 某 经 织品 的 质量 ,通过 控制 上 机 张力 来 控制 织 缩 率 (成 品 长 
与 原料 丝 长 之 比 ) ,进而 减少 断 头 率 - 进行 了 15 次 试验 , 救 据 如 表 7-18 试 奸 
立 织 缩 率 与 断 头 率 的 表达 式 . 

4. 其 厂 表 面 处 理 车 间 试 验 将 属 后 污水 同 电 解 污 泥 渴 合 ,使 之 生成 无 毒 
洲 体 ,效果 很 好 . 但 实际 排出 污水 的 请 度 不 全 相同 ,而 且 一 定 被 度 的 定量 镶 
后 污水 只 有 同 定 如 的 电解 污 泥 混合 后 ,才能 反应 完全 , 现 通 过 试验 ,提出 千 
后 污水 用 量 与 电光 污 泥 用 量 之 比 对 于 知 后 污水 请 产 之 间 的 关系 : 试验 数据 
如 夫 ?7-19 所 示 ， 
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甫 7-18 织 缩 率 与 断 头 率 观 测 数 据 


断 头 率 兴 根 /7 台 “时 ) | 6.086 0.090 0.120 0.130 0.150 0.170 0.190 


断 头 率 %( 根 / 台 -时 ) | 0. 090 0. 220 0,240 0. 350 0,440 0. 6820 0,9401.620 


-一 一 


家 7-19 辕 后 污水 电量 与 电解 污 泥 用 量 试验 数据 
序号 
略 后 污水 尝 度 zx(g/2) 


第 同治 素 用 量 人 2 310 200 100 49 40 32. 28 23 16 14 10 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 


5. 由 实践 经 验 知 ,7 月 份 平均 气温 是 影响 第 二 代 帆 蛤 虫 历 期 (完成 某 一 
虫 期 发 育 所 需 的 天 数 ) 的 主要 因素 .为 了 建立 预报 方程 ,我 们 收集 了 ? 年 的 
统计 数据 如 表 7-20 所 示 . 

天 7-20 平均 气 汀 与 棉 特 虫 历 期 观测 数据 


26.5 


34 37 


6. 其 经 积 厂 为 了 党 据 一 种 新 型 积 机 的 性 能 ,考察 了 织 韶 工序 经 轴 履 这 
型 句 病 室 ( 经 给 侯 入 经 缉 两 出 而 增 入 现 血 内 ) 的 庄 数 y 与 上 道 工 序 和 织造 工 
序 温度 差异 z 的 关系 ,经 26 次 试验 ,得 到 如 下 数据 { 表 ?7-21). 

7. 对 热 瑶 电 胆 器 的 电 孚 y 与 温度 xz 作 了 试验 ,数据 如 表 7-32 所 东 , 试 
研究 其 关系 . 
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甫 二 21 睹 数 与 温度 正 异 的 试验 数据 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1li2 39 


2 5 3 95 4 45 5 55 6 65 7 7.58 
1 1 1 3 2 4 3 3 5 .4 8 8 1 


14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 


8-.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5 


10 11.19 18 18 24 24 25 28 31 29 30 38 


褒 7-22 电阻 与 温度 试验 数据 


序号 | 1 2 和 4 5 全 7 .8 


温度 六， 50 55 60 65 了 0 75 80 85 


电 轩 M34780 2861C 23650 19630 16370 13720 .11540 9744 


二 rr er 


序号 | 8 10 11 12 13 14 15 16 


温度 90 95 100 105 19 iis 120 135 


电阻 8256 7030 6005 S147 4427 3820 3307 2872 


表 7-23 ”长度 与 年 龄 的 观测 数据 


座 号 | 1 2 3 4 3 6 ? 8 9 
x 1 15 15 1.5 25 40 50 50 70 
y |180 1.85 187 177 3202 B27 215 2.26 2.35 
序号 | 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
x |g0o 85 9.0 9 9.6 10.0 12.0 12.0 13.0 
y |2.47 2.18 226 2.40 2.39 2.41 2.506 2.32 2.43 
序号 | 1 2 .3 14 5 6 7 8 8 


13:0 14.5 195 15 5 16.5 17. 0 22.5 29.0 31.5 
247 256 2.65 247 2.64 256 2.70 2.72 2.57 
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8. 毒 生 类 动物 估 民 的 长 度 人 对 年 龄 人 z) 的 关系 ,有 如 下 邓 测 数据 ( 表 7- 
23) 斌 确定 之 . : 
9. 研究 每 株 嫩 枝 日 产 树 时 数 (7 对 站 照 量 (的 关系 ,以 20 安 时 每 平方 


米 瓦 特 为 单位 ,观测 数据 如 表 7-24 所 示 , 试 确定 之 . 
表 7-24 日 产 树叶 数 与 光照 量 疯 测 数据 


10, 研究 小 麦 产 量 (y) 对 肥料 水 平 (zx) 的 关系 ,有 如 下 观 浏 数据 ( 表 7-25) 
试 确定 之 . 
束 守 25 小 麦 产 量 与 肥料 水 平 观 测 效 据 


te 
a 
由 
mn 


1 20 30 40 


30.4 36.3 37.8 38.6 


11- 化 学 反应 中 ,NsO; 分 解 量 (y) 对 时 间 Cx) 有 关系 ,观测 数据 如 囊 7-26 
所 示 ; 试 研究 之 ， 
天 7-26 NiOs 分 解 量 与 时 间 观 测 数 据 


18.6 22.6 25.1 27.2 29.1 30.1 


12. 小 帮 产 量 (y) 对 石 雁 司 用 率 (xz) 有 如 下 观测 数据 ( 表 7-27)， 试 研究 
之 ， 

13, 土豆 产量 (y) 对 PyOs 使 用 率 (z} 有 和 如 下 观测 数据 ( 表 7-28)，, 试 研究 
之 ， 
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之 ， 


表 7-27 小 麦 产量 与 石灰 使 用 率 观 测 数据 


232. 685 369. 08 455, 60 491.45 


14. 橡胶 树 图 长 (2 对 肥料 使 用 率 (zy 有 如 下 观测 数据 ( 表 ?-29), 试 研究 


7 了 29 棣 胶 树 围 长 与 肢 料 使 用 率 观测 对 据 


20. 518 21. 138 21. 734 22. 218 22. 286 


15. 试用 增长 模型 研究 炳 7-5. 
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第 八 章 ”时序 分 析 法 


连续 动态 系统 的 数学 建 横 主 要 有 两 种 方法 :一 种 是 从 基本 物 
理 定 律 以 及 系统 (设备 ) 的 结构 数据 推导 出 模型 , 称 为 机 理 分 析 法 ，; 
另 一 种 是 共 系 统 的 先行 和 试验 数据 建立 系统 的 模型 (模型 结构 和 
参数 ) ,这 种 方法 称 之 为 系统 詹 识 . 

关于 系统 辨识 的 定义 及 辨识 Cdentification) 的 译 法 ;自前 尚 
不 统一 . 现在 广泛 采用 的 是 Zadeh 的 一 个 定义 ;系统 其 识 是 在 输 
和 输出 的 基础 之 上 ,从 一 类 系统 中 确定 一 个 与 所 测 系统 等 价 的 系 
统 . . 
从 长 远 看 ,解析 法 是 建立 模型 的 重要 手段 ,但 这 种 方法 只 能 用 
于 建立 比较 简单 的 系统 ( 白 箱 ) 巾 型 ;对 于 去 多 数 系统 ,过 程 是 很 复 
杂 的 (黑箱 和 灰 箱 ) ,以 致 用 解 桥 寞 型 急难 准确 措 述 . 

-经 过 客观 实践 检验 的 基本 物理 定律 ,最 初 都 旺 经 过 反复 实验 

和 观测 而 建立 的 . 从 这 一 意义 上 讲 , 用 系统 辨识 方法 建立 的 数学 
机 型 , 则 是 分析 法 建 模 的 基础 . 由 于 所 要 研究 的 系统 ,很 多 是 非常 
复杂 的 ,而 且 千 变 万 化 ,因此 用 系统 辨识 方法 建立 系统 的 数学 模 
型 ,将 处 于 重要 的 基础 地 位 . 在 实际 应 用 中 ,党 将 机 理 分 析 和 系统 
辨识 两 种 方法 结合 起 来 ,尽量 利用 对 物理 过 程 的 认识 ,将 系统 的 
模 列 结构 分 成 已 知 的 和 未 知 的 两 部 分 ,然后 利用 实测 数据 ,将 未 知 
部 分 辨识 出 来 ， 

系统 的 数学 模型 用 数据 表格 或 图 形 表 示 , 称 为 非 参 数 模型 , 例 
如 系统 的 阶 且 必 应 ,脉冲 响应 和 频率 响应 移 记 录 图 形 ( 如 Bode 
图 ) 等 . 参数 模型 在 时 间 域 中 主要 有 差分 方程 和 微分 方程 ,在 频率 
域 中 ,主要 有 传递 函数 法 . 

传递 函数 是 为 系统 输出 与 输出 的 拉 氏 变换 之 比 , 可 描述 简单 
的 线性 动态 系统 ,属于 古典 控制 理论 范畴 ,这 里 主要 讨论 的 是 现 
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代入 制 理论 范畴 内 的 莽 分 方程 及 相应 的 时 间 序列 方法 ， 

从 方法 上 看 ,时序 分 析 法 和 回归 分 析 法 都 使 用 统计 方法 ,但 由 
于 时 序 分 析 法 处 理 的 是 动态 的 相关 数据 ,因此 又 称 为 过 程 统计 ,而 
回归 分 析 法 处 理 的 是 静态 的 独立 数据 ,通常 称 为 数理 统计 . 


§ 8.1 预备 知识 


一 ,随机 过 程 


对 生产 和 科学 研究 中 的 某 一 蝴 机 变量 ,例如 机 床 振动 的 振幅 ， 
进行 连续 观察 ,观测 记录 如 图 8-1 所 示 . 


| | 
. i 

| 
上 


图 3-1 观测 数据 
这 里 随机 变量 x 连续 地 依 问 于 时 间 +。 称 表示 随机 现象 的 时 
间 历 程 为 样本 函数 , 称 在 有 限时 间 区 间 上 观察 所 得 的 结果 为 样本 
记录 ,如 xt2) ,ztt) 等 . 随机 现象 可 能 产生 的 全 部 样本 函数 的 集 
合 {x( 允 ,+ET} 称 为 随机 过 程 . 每 条 试验 曲线 即 每 一 个 样 本 记录 
可 以 理解 为 随机 过 程 的 一 个 物理 实现 . 
随机 过 程 可 分 为 平稳 与 非 平稳 过 程 两 种 . 车 一 个 逢 机 过 程 的 
统计 特性 不 随时 间 而 变化 则 称 之 为 平稳 过 程 . 如 图 8-2 所 示 的 振 
动 过 程 ; 当 被 测 时 间 变 化 以 后 ,从 & 到 这 段 时 间 的 随机 振动 的 
统计 特性 ,与 (8 十 中 到 (4 十 r) 这 段 时 间 的 统计 特性 莽 别 不 大 , 即 
把 随机 过 程 在 时 间 上 往 后 推移 ,它们 的 统计 特性 并 不 改变 . 搞 
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名 话说 ,就 是 某 一 于 刻 的 统计 特性 过 一 段 时 间 后 仍然 适用 . 


六 fT ts 


图 8-? 平稳 坟 程 图 示 

平稳 过 程 通常 是 当 一 个 稳定 的 物理 系统 达到 稿 态 所 产生 的 过 
程 , 这 种 状态 有 时 也 称 为 “统计 平衡 "状态 . 这 要 求 开刀 的 高 阶 矩 
甚至 一 奶 有 限 维 分 布 随时 间 的 推移 是 不 变 的 , 即 随和 楚 过 程 的 概率 
结构 对 时 间 原 点 的 移动 保持 不 变 , 这 种 性 质 称 为 严 平 稳 或 完全 平 
稳 ， 

完全 平稳 的 要 求 是 苛刻 的 ,实际 中 研究 的 是 一 种 宽 平 稳 ( 也 称 
为 广义 平稳 或 蚤 平稳 ). 没 随 和 机 过 程 xr = {x02) ,tET) 存 在 有 限 二 
阶 抢 五 |zD | 之 o0,T 为 实数 集 或 其 于 和 集 , 若 zr 满足 Ex(2D) 一 m 
(常数) ,EE{c(zO7} 二 =r (4 一 9), 则 称 xr 为 平稳 随机 过 程 . 当 工 
为 整数 集 或 子 集 时 ,也 称 为 平稳 时 间 序 列 . 在 工程 和 许多 物理 现 
象 中 经 常 遇 到 这 尖 过 程 . 特别 是 对 于 一 个 正太 分布 的 过 程 ,如 果 
它 是 广 康平 稳 的 , 则 该 过 程 也 是 严 平稳 的 . 

一 般 在 求 艾 亿 与 均 方 差 等 数字 特征 时 ,为 了 确定 投 率 饮 度 函 
数 ,必须 记录 许多 次 采样 函数 5 祥 本 天 效 )， 根据 采样 函数 的 集合 
所 取得 的 平均 信 称 为 集合 平均 值 - 

在 概率 论 中 ,我 们 已 经 知道 了 大 数 定理 , 邯 对 独立 同 分 布 随 机 
挛 量 序列 {xi,i 实 1} ,车 存在 均值 Ex 二 x, 则 


用 
lmp| | 诗 2ml>e) =0 (1) 


从 将 机 过 程 的 观点 看 {z vi 疡 1) 也 是 一 个 随机 过 程 , 方 之 /xm 是 对 
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随机 过 程 的 样本 按时 间 到 平均 , 它 随 不 同样 本 取 不 同 数值 ,也 是 一 
个 随机 变量 . 而 %== Ex: 是 随机 过 程 的 均值 , 即 在 某 一 时 刻 随机 
过 程 的 现实 取信 的 统计 平均 . 所 以 (1) 式 表明 随 着 时 间 的 增长 , 随 
机 过 程 祥 本 按时 间 的 平均 值 以 越 来 越 大 的 概率 无 限 接近 于 随机 过 
程 的 统计 平均 , 即 是 说 ,对 于 随机 过 程 ,只 要 进行 观察 的 时 间 足 够 
长 , 它 的 样本 都 能 “遍历 "各 种 可 能 的 状态 ,因而 一 个 样本 按时 间 的 
平均 就 可 以 近似 地 代替 它 在 固定 时 刻 取 值 的 统计 平均 .随机 过 程 
的 这 个 性 质 称 为 遍历 性 ,当然 这 只 有 在 不 同时 刻 的 统计 平均 是 相 
等 的 这 一 前 提 下 才 有 可 能 . 所 以 对 平稳 过 程 考 虚 它 的 遍历 性 . 由 于 
在 事实 上 常常 不 可 能 得 到 大 量 的 记录 ,但 在 访 历 性 (也 称 为 各 态 万 
经 性 ?的 假设 下 ,可 以 认为 单个 采样 在 描述 随机 过 程 的 所 有 特征 时 
是 有 人 慌 表 性 的 ,除非 有 特殊 且 是 驶 的 证 据 来 否定 这 个 假设 . 

研究 随机 过 程 的 重要 工具 是 相关 酌 数 和 功率 谱 密 度 ( 谱 密 
度 ). 


二 ,相关 函数 


如 果 有 两 个 时 间隔 数 zx 必 ) 和 ?4 其 中 一 个 晒 妆 在任 一 时 肇 
的 值 总 以 某 种 方式 依赖 于 另 一 个 函数 的 值 , 刘 称 这 两 个 时 间 函 数 
(或 信和 号} 是 相关 的 . 例如 有 一 个 信 号 x (2), 若 在 t 时 刻 的 值 总 是 
在 某 一 征程 度 上 影响 着 时 间 间 顺 z 议 后 的 值 , 即 是 说 , x 他 十 >) 与 
x 人) 是 相关 的 . 辐 一 个 信 身 的 未 来 值 与 现在 值 之 他 的 依赖 英 系 可 
以 采用 “ 自 相 关 函 数 ” 来 度量 ， 认 为 
R=lim 去 | ， Trtt+ rd 


其 中 z 黎 为 迟 后 . 
一 个 信号 的 自 相关 函数 具有 下 述 性 质 : 
1° Rs (0) 一 E(x?) 一 ,ot 为 辣 呈 的 均 方 值 ; 
2° YT R(t) EERO):; 
3” Rss (5) 是 7z 的 侦 函 数 ,R,(7) 一 Re (一 Tr} 
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商 个 信 生 zt 和 y(t) 之 个 的 相关 性 可 用 二 相关 函数 上 .5) 
度量 . | 


Rtr)} = lim 站 | ， zt) yttte}dr 


三 .功率 谱 密度 


对 于 随 枫 过程, 如果 它 的 时 间 历 程 明 显 是 非 周 期 画 数 ,由 人 博 里 
叶 分 析 可 知 , 这 种 随机 过 程 有 连续 的 无 穷 频率 成 分 ， 对 于 一 般 物 
理 过程, 各 个 频率 成 分 有 它 对 应 的 功率 ， 这 种 每 个 频率 所 含 功 事 与 
频率 的 关系 称 为 功率 谱 密 度 或 谱 密 度 . 

1. 自动 率 谱 密度 5,. (7) 

根据 维 纳 - 辛 馈 (Wiener-Khintchine}) 定 于 


Sw)=| RCr)e mdr 


Rr) = 去 | s- Cw)e™ dw 
注意 到 R..(0) 一 下 (zx), 得 
lm | zg) Sd 

车 将 上 式 中 zx 忆 ) 理 解 为 在 一 欧姆 电阻 上 流 过 的 电流 , 则 上 式 
在 边 就 代表 在 工时 间 内 消耗 在 一 欧姆 电阻 中 的 平均 功率 . 事实 
上 质点 运动 的 最 大 动能 , 弹 往 势能 的 最 大 值 都 与 振幅 的 平方 成 比 
例 . 因此 功率 谱 密 度 包含 每 单位 频 宽 所 具有 的 功率 的 物理 意义 ， 
自 功 率 谱 密度 表征 着 巧 率 按 频率 分 布 情况 . 

通常 ,把 均值 为 零 而 庶 密 度 为 非 零 常数 的 平稳 随机 过程 为 日 
噪声 (white voice)， 其 各 出 于 白光 具有 均 久 光谱 的 综 故 ， 白 只 声 
经 情 氏 分 析 , 它 在 所 有 频率 下 面 都 具有 恒定 的 幅 值 . 白 噪声 变化 
速度 极 快 . 任 一 时 刻 的 值 与 过 去 时 刻 的 值 这 无 关系 ,其 自 相 关 范 
数 为 6 多 数 . 
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T=0 
RD 一 | 
0， TV 


2, 互 功 率 谱 密 度 S,,(%) 
SS, 《oo) =| a (rye dr 


. 1 ~ oe 
Rl0)= 去 | Sw)erdo 


四 .采样 与 Z 变换 


在 实际 问题 中 ,尽管 测量 记录 常常 是 时 间 的 连续 函数 ,为 了 数 
字 计 算 处 理 上 的 方便 ,往往 只 按 一 定 的 时 间 间 隔 取 值 . 怎样 合理 
地 选择 采样 间 卫 ,使 得 采样 所 得 的 序列 能 如 实地 代表 原来 的 时 间 
序列 ,这 是 数据 采集 中 首先 过 到 的 问题 . 申 农 (Shannon) 指 出 :为 
了 使 采样 信号 棒 复 到 不 信号 ,其 采样 频率 w 必须 大 于 或 等 于 原 信 
号 Fo) 频谱 中 的 最 高 频率 mm 的 两 倍 , 即 ww 之 2w 或 采样 周期 了 满 


是 TS 


为 了 对 采样 得 到 的 离散 系统 进行 研究 ， 引入 了 变换 . 
经 过 采样 ,信号 y(9 成 为 离散 脉冲 序列 
3 yO FIT TI TILTING ~ 2T) + 


一 ZIRT)IO( AT) ， 
对 上 式 进 行 拉 普 拉 斯 变换 , 记 至 [y G4)] 二 y* (8), 称 为 y(t) 的 采 
样 近 普 拉 斯 变换 : 
3 (5 一 (0)1 十 yye "+y(2T)e + 
二 yAT)e 
其 中 利用 到 拉 氏 变换 的 延 时 定理 
Lf RT Ye mR), 


而 得 到 LG ET) =e 全 
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令 x 一 e ,于 是 
y" (= yuT)Z 
称 之 为 函数 y(2 的 2 变换 , 记 作 Z[y(t)] 或 Y(2). 

如 同 拉 氏 变换 一 样 ,Z 变换 也 是 一 种 线性 变换 ,其 主要 性 质 如 
F: 

1" 线性 性 质 : 

车 广 (、 记 (的 Z 变 撞 分 别 为 FF (2) 和 Fs(Z); 则 

ZL (D+F =F (2)+F, (2) 

2” 延迟 性 质 

车 Z[F) 二 F(Z2); 则 2Z[FG 一 mT] 二 2Z-*F(Z), 其 中 个 为 
采样 周期 . 

3 超前 性 质 

Z[f +mT y= 2"F (2Z) 一 2" 2f (kT)Z 如果/(0) 一 
7 一 一 [人 一 D 了 二 0, 则 ZLACG 二 mT7 =2"F (2). 

4" 初 值 定 理 

limf (0) =limf QT) = limF (2) 

5° 终 值 定理 

limf/) =limfG4T) 二 lim[(2Z 一 DFCZ)], 此 处 当 然 要 求 被 变 
换 的 时 间 函 数 必 须 有 固定 的 有 限 终 值 . 

在 讨论 从 Z 变 族 式 ?(Z) 求 其 原画 数 y( 时 ,应 类 注 意 到 Z 
变换 的 一 个 重要 性 质 , 即 yt2) 与 原 消 数 并 非 一 一 对 应 . 因此 利用 
2Z 变换 表 来 查 基 一 函数 y(Z) 的 原 晒 数 y(2) ,只 是 许 儿 可 能 的 答案 
之 一 ,只 是 在 :一 好 (一 0 1 2 的 诸 时 刻 上 , 它 的 值 y(CET 7) 才 
是 确定 的 ,至 于 在 其 他 各 时 刻 上 原 函 数 究竟 取 什 么 值 ,Z 变换 表 是 
不 能 确切 给 出 的 . 当然 ,依据 申 农 的 采样 定理 ,如 果 采 样 于 期 足够 
短 , 册 离散 信号 是 可 以 恢复 原 信 号 的 . 在 许多 场合 下 ,人 们 只 要 把 
诸 离散 时 刻 的 原 函 数值 简单 地 用 折线 连接 起 来 ,也 就 足够 了 . 
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从 过 变换 的 象 函数 求 其 对 应 的 原画 数 ,主要 有 三 种 方法 : 

1" 查 表 法 

首先 将 已 给 的 Z 变换 式 化 为 函数 Z 变换 对 上 妇 表 内 所 到 的 林 
本 形式 ,然后 查 宕 . 


、 _ 2.622’—2.202: 二 1. 08Z 
例如 , 设 Y(2) 一 击 二 | 551 70 48' 根据 表 中 基本 


格式 变换 为 ” 
本 1.5 1. 122—0.16 2 
Y(2)—2[z 0 7 Ro B20 6 F675 
ZZ—0. 143) 
Tl 12 Fr 0 82+0. 4 
查 表 得 . 


yRT) 1 50. 75):+1.195(0. 8)Jtcos(R 60°— 20: 4° ) 
据 此 即 可 计算 出 当天 一 0,1 ,2,… 时 ,y(87) 的 数值 

2 长 除法 | 

如 果 2Z 变换 象 郊 数 Y 了 (2) 以 有 理 函 数 的 形式 给 出 , 则 可 以 直 
接 通 过 用 分 子 除 以 分 母 ,得 到 无 穷 震 级 数 的 展开 形式 . 如 果 所 得 
级 数 是 收敛 的 , 则 级 数 中 的 2 一 的 系数 就 是 时 间 序 列 中 y(T%) 的 
数值 . 在 用 长 除法 求 系数 时 ,YCZ) 的 分 子 与 分 枉 多 项 式 痢 必 须 写 
成 Zz ! 的 升 顶 形式 . 

在 上 例 中 


一 1 -2 
y (2)— 2 6272.202 '+1.08Z2 


1—1. 552 一 十 1.24Z 一 一 0. 482 
一 2. 62 十 1. 862- 1 十 0.722 -二 0.05Z- :十 …… 
这 个 无 窃 级 数 是 收敛 的 , 逐 项 求 反 变换 ,得 
y(0)=2. 62,y(T)=1.86,y(2T)=0.72,y(3T)=0. 05,"" 
显然 与 查 表 所 得 数值 一 致 - 不 过 一 般 得 不 到 关于 y(& 7 的 通 项 表 
达 式 ， 
3° 友 演 积分 的 留 数 计算 法 ( 略 》. 
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五 . 羔 分 方法 


对 于 连续 函数 来 说 , 微分 . 微 商 .微分 方程 是 极其 重要 的 基础 
知识 . 为 了 对 离 殴 信和 导 和 离散 系统 进行 研究 ,必须 引 和 差分. 差 商 
和 差分 方程 . . 

设 »y 是 让 变量 1 的 函数 , 记 为 yt. 着 取 总 作为 1 的 一 个 步 
长 , 当 t 自 菜 值 io 变化 一 个 步 长 , 即 := 如 十 At,y 的 增 量 为 Ay, 则 
称 Ay 是 yy 在 t= 处 的 一 阶 差分 ,Ay/& 称 为 差 商 , 若 记 Ar 一 了 ， 
记 z 二 TT 处 的 函数 信和 为 y(T) ,网 z 二 kT 处 的 差分 Ay (kT) 一 
y[ (E+ DTI]— yaT). 

还 可 以 引入 一 阶 差 分 Ayt# 工 ) 的 差分 , 即 ALAyt&T2], 称 为 y 
在 :一 好 处 的 二 阶 差分 , 记 为 AsyCED 

Aiy CET)=ALAyET)] =Ay[ RD DTI]— Ay ET) 

=y[ (E22)T]— yL+1)T] 
一 [> 性 十 DZ] 十 CT) | 
一 Y[ (十 2 一 23[( 才 十 1 了 了] 十 yGCET) 
类 似 可 写 出 = 阶 善 分 的 表达 式 

AryET)= y(n — CiyL k++n— DTC yL(R+n— 2)T] 

十 二 CC 一 1 Cy CDT] C1 yaT). 

不 失 一 般 性 ,可 令 芽 =1, 我 们 称 形 如 

FigRyyth) vt 二 1 yn ) =—0 
的 方程 为 差分 方程 ， 线 性 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
yy 
三 各 如 十 n 一 1 十 "二 Bat 十 m2》， 
式 中 ，y{%) 是 待 求 的 离散 画 数 ,uw 人 全 ) 是 已 知 的 离散 函数 ,a,,4/ ‘i 二 
1,2,…, 关 是 已 知 系数 . 

与 微分 方程 不 同 的 是 ,差分 方程 的 阶 是 用 差分 方程 中 y 的 最 
大 附 标 令 十 志和 yy 的 最 小 附 标 侵 十 2) 之 差 (x 一 zr) 来 规定 的 ; 例 
可 
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yy 二 2) yt 十 1) 二 y(t —1)=—=u(tk—1) 
因为 作 十 2) 一 (一 1]) 一 3, 所 以 该 差分 方程 是 二 阶 . 

求解 线性 差分 方程 主要 有 两 种 方法 : 递 推 法 和 2 变换 法 . 

1. 递 推 法 

以 一 阶 差分 方程 为 例 

pI aytk)=butk) {22 
设 y(0) 20) ,wt1),… 是 已 知 的 ,将 (1) 式 改写 为 
ykT1)=alg(E) 二 ef 二 
设 1 下 一 0, 风 有 yy(1) = 二 ay(0) 十 bu (0) 
设 率 二 1 网 有 y02) 一 ay(1) 十 bu(1) = 二 a:y(0) 二 abu(0) bu(1) 
依 此 递 推 ,可 写 出 解 的 一 般 表达 式 | 
yh =a yO0) Fa ba(0) a ge 人 1 十 十 Be 人 一 1) 
对 aa 阶 线性 方程 ,其 稳定 平衡 的 条 件 是 特征 方程 站 十 ai 加 :十 
十 aa 一 0 的 根 146G 一 1 2a) 均 有 ||<1. 

2. = 变换 法 ( 查 表 法 ) 

用 z 变换 法 解 莽 分 方程 的 步 难 与 普通 拉 氏 变换 法 解 线 性 微分 
方程 的 汞 于 是 相似 的 , 即 首先 将 原来 的 线性 常 系数 差分 方程 进行 
z 变换 . 得 到 以 z 变换 式 表示 的 代数 方程 ,然后 解 出 相应 的 变量 ， 
最 后 进行 xz 反 蛮 换 . 

例 8-1 zz 变换 法 解 下 列 差 分 方程 

yl By 2y R=, 0 =0,y(1)=1 
和 解 ” 对 上 式 取 x 变换 ,得 
zyfz)》 一 2z2y(0) 一 zy(1) 十 3xy(e) 一 3zyf07 十 225) 一 0 
化 篇 得 ， 


好 十 3z 十 2 CFIC ™ zi pe 
0 
之 二; — 1 ,zz 二 让 一 一 2)" 
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故 3 一 1 《 2 一 站 ,2 


$ 8.2 模型 的 参数 估计 


离散 线性 系统 的 数学 模型 是 用 差分 方程 表示 的 . 我们 面临 的 
问题 是 ,如 何 根 据 输入 ,输出 的 数据 来 确定 差分 方程 . 在 已 知 模型 
的 结构 和 阶 数 时 ,就 是 要 估计 差分 方程 的 未 知 系数 . 因此 是 一 个 
参数 估计 间 题 . 信 计 的 方法 主要 有 最 小 二 乘法 , 极 大 似 然 法 ,最 大 
后 验 法 和 梯度 法 等 等 . 无 论 从 应 用 还 是 从 理论 的 角度 看 ,最 小 二 
乘法 是 最 基本 的 . 

设 % 阶 单 输入 单 输出 线性 离散 系统 的 输入 输出 关系 是 

FE Hay D+ ay 

= (1) 
式 中 y(k),y( 一 1) ,yb 一 4) 为 输出 信号 在 第 上 ,8 一 1,… 1 此 一 
n 时 刻 的 采样 值 iwC 信 一 1 ,ut 一 2),… ;uw( 志 一 nn) 是 输入 信号 站 第 
是 一 ] 天 -一 人 一 大 时 刻 的 采样 入;a Ca 为 系 
统 的 真实 参数 值 . 

为 书写 方便 起 见 ,引进 位 移 算 子 ， 

YR = yk D2 uk UU=1,2,." ,nn) 

于 是 (1) 式 可 记 为 : 
yyRIL1+ACz = Bz nC) 
其 中 Atz 一 as 二 qz 二 "十 de 
BrzT lt)—bhr lb :De " 
所 4 一 [ai sa sd] 一 [8, brs :bs 

假设 输入 信号 序列 {akke)) 是 可 以 精确 考察 的 ,让 于 测量 不 精 

确 或 环境 对 过 程 的 随机 和 干扰 使 实际 测量 到 的 输出 为 
yAR)=— Az MyRITBOE Duly eCE) 
其 中 ,$() 是 一 个 由 基 测 噪声 所 引起 的 随机 变量 ,为 身 单 起 多, 现 
在 先 假定 它 具 有 如 下 统计 学 特性 : 
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1" 霉 殉 值 ELéck) =0 
2" 对 输入 .输出 信号 是 独立 的 . 
ELé(kYutE—{) =0, EL yo]|=0 C01 
3° 508) 法 二 0,1,2, 是 一 个 不 相关 的 随机 变量 序列 
ELS(CRIECR— 1)=0 QU=1,2," ,4) 
为 了 建立 上 述 系 统 输入 .输出 关系 的 模型 ， 不 仿 假设 模型 的 结 
构 已 经 确定 为 
YEYTa yy 
= uk 1 du — 2) tn) 
其 中 ,六 一 1 2 是 模型 的 估计 参数 ， 由 此 系统 输出 的 量 
测 值 和 内 上 式 求 得 的 估计 值 的 差 et&) 为 
e (下 ) 一 3 有 十 Gay( 下 一 1 十 aa3f 一 2 十 
十 ay 是 一 了 3 bk —1)—— buk—n) 
称 为 模型 的 残 差 . 采集 # 十 N 组 输入 、 输 出 数据 y (8) ,utk) ,一 
1,2,… ,NN 十 ;构成 以 残 差 为 输出 的 入 个 方程 ， 
ef 十 1) 一 y(a 二 1? 十 Gy(a) 十 azy 人 一 1 十 -十 GCT 
dan) —Bbutn—1)— :bul) 
etn 2)=yn 十 2) 二 ay(n 十 1) dytn) 二 -十 ay C2) 
—pbswCnt 1 boat) 一 -一 站 (人 一 
etniN)=yntN) tayntN—1)+aytntN—2) 
Fay DutntN—1)— butN) 


写成 矩阵 形式 
. e=F— #6 
其 中 F=[yCnt 1), y+2) ,ynt NYT 
[7 ya) Mw yn) ml) 和 “+ wk) 
1 yt2) yy 叶 ytnt+1) | uy rm [| | 
| FEN+IY 十 一 1 weNY uM | 


上 一 [一 ao,， a i —ai 六 ， Bs [Ti ,7 
e= [etntl) .etnt2) ,0 ent NT 
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我 们 采用 残 差 序列 的 平方 和 作为 衡量 模型 误差 大 小 的 指标 ， 
寻求 模型 参数 0 使 


_ nN 
i pe:(k)—ere 
Lrn+] 
od 


令 ” 帘 一 2e 一 0: 即 
(YP0)T (YF pv0) ~—0 
积 据 矢量 函数 对 向 量 求 导 的 乘法 法 则 
| da'B) da7 ， da” _ A 
dx dx ” + 
有 ; —2¢9% (了 十 和 的 一 -站 


即 8= (pypr) phY. 

最 小 二 弱 估 计 具 有 下 述 性 质 ， 

1* 若 系 统 的 随机 噪声 干 拓 序 列 {Ec)} 独立 同 分 布 ， 
且 E[&C8)] 一 0;E[ 嫩 (8)] 一 0, 则 上 述 模型 参数 的 最 小 二 守 估 计 
量 是 一 致 的 , 即 

和 一 0( 当 N->cc 时 ) 

热 而 在 通常 情况 下 ;噪声 干扰 都 是 相关 的 ,这 时 最 小 二 霖 估计 量 
上 就 不 是 一 致 估计 ， 

2" 若 条 统 的 随机 噪声 干扰 序列 人 (5 对 输出 yt) 是 独立 的 ， 
且 均 信 为 零 ,[EtE)] 一 0, 则 模型 参数 的 最 小 二 乘 估 计 是 无 偷 的 ， 
即 EC[9%]=9. 但 在 通常 情况 下 , {EE)} 与 {y(t4)}) 不 相关 这 一 假设 


， 是 不 成 立 的 . 因此 ,一 般 说 来 ,最 小 二 老 估 计 不 是 无 偏 的 . 不过， 


若 {s(&)} 是 不 相关 的 ,最 小 二 肥 就 可 以 是 强 一 臻 的 ,从 而 也 是 渐进 
无 偏 的 ， 
多 车 系统 的 观测 误差 序列 {6(&)} 同 分 布 ,均值 五 [ecb)] 一 0， 
方差 了 [6 (8)] 二 oh 一 1,2，…,n), 则 估计 误差 的 方差 阵 是 
ox( 由 gy)-!; 这 可 用 来 判断 最 小 二 条 估计 参数 的 精度 - 
1 最 小 二 乘 的 遂 推 算法 
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杠 据 估计 的 一 致 性 ,样本 容量 越 大 时 估计 值 接 近 真 值 的 概率 
也 越 大 . 因此 在 实际 工作 中 ,为 了 提高 参数 估计 值 的 精度 总 是 希 
望 能 利用 的 数据 尽量 地 多 . 但 按 最 小 二 乘 方法 ,每 增加 一 个 新 数 
据 , 痢 得 将 全 部 的 数据 重新 进行 一 次 计算 ,这 就 要 求 把 所 有 原来 的 
数据 保留 起 来 . 随 着 观测 教 据 的 增加 必然 造成 计算 机 的 存储 量 不 
能 满足 变 求 ,而 且 计 算 量 也 腔 浙 变 大 ,所 以 不 能 适应 在 线 辨 识 的 吉 
求 , 因 此 现在 广泛 采用 递 推 算法 ， 
若 用 w 十 N 组 数据 求 得 站 后 ,又 取得 一 个 新 的 观测 数据 yc 
十 N 十 1) ,nCn 十 N 十 1) ;现在 分 析 未 知 参数 六 + 的 计算 过 程 . 


Pn 了 
oa 
高 hm 十 和 yin N+1) 
其 中 一 [yy (NF Yy nN) uN+1),, 
utn 十 N)], 按 照 最小 二 飞 法 则 ,利用 十 和 十 1 组 观测 数据 的 计算 
公式 为 
CEE: SE bt 2 SE 
令 P=[ 几 7! (k=1,2,") 
则 Paurt= [Pb] 
用 -1 的 表达 式 代 入 上 式 , 得 
r pl . . 
Pr tC x =[ohpvt Xvlren] 1 
= [Py' + rv]: 
利用 矩阵 求 道 公式 
(4 十 BC7 7 =A — A BIC A BC AT 
于 是 P=Py— Pr nLlT Ey PyY. nn] 是 PP ， 
因 : Yn | 
风 . 入 一 LEPR x 
| =PyriLpaYry 十 下 ,wy 十 如 十 1)] 
=[Px— Py¥. nC1+ Er vyPyXn)y KT.wPr] 
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" [prYnt Xvytnt N+1)] 
=PnprYw— PrX, nw(l+ Er NE 下 AN》 HRs_nPnrgNYn 
十 PrXwy Cn N+ 1) — PX,n (1 + Yr. 
机 吾 逢 7 是 wp 有 Pxv 下 wz 十 M 十 1 
注意 到 PuphYr— (phpy) PHY = 
代入 得 . 
外 -一 外 一 下 (IT 十 和 NEN 下 ww 7 NT, nD, 
PvE nC Ew PyE nw) IIE wyPnAY.n) 
"yn Nit1)— Py (+ EwPrE,. nw) KY, PvX,w 
"yn NN 二 1) 
一 让 — Pa¥urn (li vv 下。 mw) 1 到 weBnv 
二 PnR. ntl 二 rwPn¥ nw) (lI NE 是 ny 
— ivPyY ny tn N+1) 
一 各, — Pi CH ET wyPrE, ny ET, wn6, 
+ Pn ntl XT vwPyX, nw)ytnt N+1) 

一 入 — PE, rn (1+ ET Pr nw) yn N+1)— Fr, nw |] 
利用 上 述 递 推 公式 , 当 取 得 一 个 新 的 观测 数据 y(n 十 NN 十 1} 时 ,用 
凯 忠 上 的 站 次 数据 yCN 十 了,yCN 十 2) pyyCN 二 2}; 以 及 上 一 入 
的 系数 估计 值 录 即 可 得 到 新 的 系数 估计 值 负 ，…- 

2 最 小 二 乘 估计 的 缺陷 及 其 改进 

在 推导 基本 最 小 二 乘 公式 时 ,为 简单 起 见 , 把 残 差 < 人 4) 看 作 
是 在 站 时 肇 上 的 量 调味 声 所 引起 的 ,是 不 相关 序列 ,因此 得 到 最 小 
二 龙 估 计量 的 无 偷 性 . 然而 这 个 假设 是 不 符合 实际 情况 的 . 周 为 
模型 在 吉 时 刻 的 估计 信 是 由 点 时 刻 以 前 各 时 刻 的 输出 .输入 的 量 
测 值 y (一 1),y( 一 22) (一 1Jsa( 师 一 1 一 z 计 算出 
来 的 ,而 在 上 述 每 个 村 刻 土 的 基 测 和 值 和 在 时 刻 上 的 量 测 值 y (一 
样 ,也 都 含有 相应 于 该 时 刻 的 量 测 品 声 . 于 是 ,在 时 刻 上 的 残 差 
et 也 必然 与 占 时 刻 以 前 各 时 刻 的 残 墓 e( 居 一 1),e(E 一 2 : 相 
关 ， 所 以 最 小 二 乘 的 参数 估计 值 广 并 不 依 概率 收效 于 真 值 9. 为 
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解 次 这 一 问题 ,人 们 提出 了 不 少 改进 的 方法 . 

广义 最 小 二 乘法 ,其 基本 思路 是 用 噪声 滤波 的 方法 把 一 个 具 
有 相关 残 差 序列 {eC&)) 的 模型 化 成 一 个 等 效 的 具有 不 相关 残 差 序 
列 {(&)) 的 模型 ,再 用 最 小 二 乘 方 法 实现 参数 的 无 偏 估计 . 

其 他 方法 还 有 辅助 变量 法 , 极 大 似 然 估计 法 以 及 相关 分 析 和 
最 小 二 乘 的 两 步 法 等 等 . 

例 8-2 局 部 脑 血 流量 测定 ， 

用 放射 性 同位 于 测量 大 脑 局 部 血 流 量 的 方法 如 下 ;由 受 试 者 
吸入 含有 某 种 改 射 性 同位 宫 的 气体 ,然后 将 探测 器 冒 于 受 试 者 头 
部 某 困 定 处 ,定时 测量 该 处 的 放射 性 记 数 率 ( 简 称 记 数 率 ) ,同时 济 
量 他 呼出 气 的 记 数 率 . 

由 于 动脉 主将 肺 部 的 放射 性 同位 素 输送 至 大 稿 ,使 脑 部 同位 
素 增 加 ,而 脑 血 又 将 同位 素 带 离 ,使 同位 素 减 少 . 实验 证 明 由 脑 应 
流 引 起 局 部 区 域 计 数 率 下 降 的 速率 与 当时 该 区 域 的 记 数 率 成 正 
比 ,其 比例 系数 反映 该 处 的 脑 血 流量 ,被 称 为 脑 血 流量 系数 ,只 要 
确定 该 系数 即 可 推算 出 脑 血 流量 . 动脉 自从 肺 输 送 辣 位 素 至 大 脑 
引起 脑 部 记 数 率 上 升 的 速率 与 当时 呼出 气 的 记 数 补 成 正比 . 

车 其 受 试 者 的 测试 数据 如 表 8-1. 

试 建立 确定 脑 血 流 系数 的 数学 模型 并 计算 上 述 受 试 者 的 脑 血 
流 系数 {材料 取 自 上 海 1990 年 数学 模型 竞赛 试卷 )、 假定 ， 

1° 脑 部 记 数 率 上 升 只 与 肺 部 的 放射 性 同位 素 有 关 , 上 升 速率 
与 用 出 气 的 记 数 率 成 正比 ; 

2" 脑 部 记 数 率 下 隆 只 与 该 处 脑 血 流量 有 关 , 其 下 降 速 率 正比 
于 脑 记 数 率 ,这 里 忽略 了 放射 性 元 素 的 衰变 和 其 他 因素 ; 

3* 脑 血 流量 在 测量 期 间 便 定 . 心脏 博 动 . 被 试 者 文 脑 活 动 ， 
情感 波动 等 带 来 的 变化 可 忽略 ， 

4* 每 次 仪器 测量 为 相互 独立 事件 ,各 测量 值 无 记 亿 关联 ; 

5* 放射 性 同位 素 在 人 体内 传递 从 吸入 气体 (含有 放射 物 ) 开 
始 , 假 定 一 次 吸入 , 则 认为 瞬时 在 肺 中 达到 最 大 浓度 ; 
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rp 8-] 局 部 入 血 流量 测试 数据 


oo | 1- 25 | 1.50 | 1.75| 2.00 | 2 33 
1534 | 1528 | 1468 | 1378 | 1272 | 1162 
2231 153 生 1054 | 24 


头 部 记 数 率 


i 


站 全 
头 部 记 数 率 ?3 
amt ooo 


6° 瞬 入 气体 脑 时 , 脑 中 放射 性 记 数 率 为 等 ; 

7° 脑 血 流量 与 蒋 血 流 系 数 成 单 值 函 数 关 系 , 求 得 后 者 即 可 确 
定 前 者 . 

记 头 部 记 数 率 为 (2. 设 某 时 蓝 a 之 0 时 , 头 部 记 数 率 为 丽 ， 
At 时 刻 以 后 , 记 数 率 变 为 如 十 26, 由 题 设 和 假定 ,AR 仅 与 三 个 因 
素 有 关 ; 

1” 肺动脉 血 将 肺 部 的 放射 性 同位 素 送 到 大 脑 , 使 脑 部 记 数 率 
增加 Ahl: 

2* 脑 自 流 将 同位 素 带 离 , 咏 记 数 率 下 降 A,; 

3" 放射 性 元 素 自 身 有 塞 减 , 设 其 半衰期 为 r, 由 此 引起 的 记 数 
率 下 降 为 ai- 

又 由 医学 实验 和 假定 有 
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其 中 ,pp(#) 为 呼出 气体 记 数 率 ; 


a ht) 
以 及 
Ai 一 一 EC (于 从。ln2， 寺 名 十 0(Az) 
= le) 
所 以 有 
芝 一 一 上 十 82 一 m2, 


其 中 .是 脑 站 流 系数 ,8 是 生出 气体 记 数 率 采 数 ， 
由 于 在 测试 时 放射 性 同位 素 的 半衰期 一 般 很 大 ,这 祥 会 给 济 
量 和 试验 带 来 严重 影响 ,因此 假定 roo, 于 是 有 
他 = —ah() + Bptt) (2) 
首先 对 (的 作 最 小 二 乘 拟 合 , 得 
Inp(t)=9. 1628— 1.2807: 
其 相关 系数 r 一 0 9999, 因 此 可 以 认为 pC) 是 负 指 数 曲 线 p52) 二 
Ae ,其 中 有 4 一 时 24 一 1 4607 由 (1) 式 及 假定 (6)8(0) 二 0, 得 
AD= -ee “一 ee“) 
(可 用 非 线 性 最 小 二 乘 对 参数 进行 估计 ) 
一 ,算法 楼 型 I 


将 C1) 式 离散 化 , 记 时 间 间 也 为 工 ， 利用 向 前 差 南 公式 ,得 
i ah, +Bp, 
或 ht = 1—aT)h,+ATp, [| 


以 及 向 后 差 商 公式 ,得 
3249 


一 地 .二 pp 

用 差分 方法 求解, 截断 误差 为 OCT*) ,为 提高 精度 ,可 用 三 次 样 条 
插值 在 每 两 个 结 点 的 中 点 进行 插值 ,缩短 步 长 ,使 截断 误差 减 小 到 
原来 的 十 . 


Rh 
一 = 


二 .算法 模型 I 
对 (1) 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ,得 
sh(ts)—h(0)=—ah(ts) t+ ppts) 


其 中 ,站 (0) 一 0, 求 该 系统 的 传递 获 数 


htsy 8 
pls) sta 


对 p(s) 进 行 末 样 ,采样 周期 汐 工 ， 由 于 采 祥 得 到 的 是 脉 串 量 ， 
加 入 一 个 保持 器 ， 


车 取 零 阶 保持 器 再 C5) 二 + 
数 


Gls) 一 


一 :一 , 则 整个 系统 的 广义 传递 画 


._£ 
s 二 & 


G0) = le 
对 Gi (s) 作 = 变换 ， 


EE 
(Gs) =0 (0)— le 


plry) a ze ™ 
或 zh(z) eh) = (le plz) 
得 到 采用 截 价 保持 器 离散 化 差分 方程 为 
he ht Ee ™)p. (4) 


将 e “展开 , 取 前 两 项 ,有 
eT=1—aT+4+0(T) 
略 去 高 次 项 , 邯 得 
hi= (1—aTh tpTp. 
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中 


这 正好 是 用 一 阶 差分 法 离散 微分 方程 后 的 结果 . 由 此 可 见 , 用 兴 
阶 保持 器 *- 变 换 方法 得 到 了 ~ 个 含有 的 所 有 高 次 项 的 高 精度 
模型 . 
如 条 采用 三 角形 保持 区 万,6s) 一 < 二 一, 因 三 角形 保持 
器 对 状态 的 预测 不 仅 用 了 当前 时 刻 的 采 祥 值 ,而 且 还 以 线性 外 扒 
了 两 采样 点 间 的 值 , 其 差分 程 为 


he < 十 有 ITHToy 
Ta 


ATee "+e TC—1)p. 


三 、 用 递 推 最 小 二 乘法 实现 模型 参数 的 估计 


将 5C3? 式 多 个 时 刻 的 方程 写成 垂 阵 形 式 
A {hi pri | fx 
下 | 一 | A pp 
hrs hen pr) > 


其 中 ,z=erT,y 一 此 (1 一 ea) 
记 作 五 天 9. 采 用 最 小 二 屁 法 
8 一 [87g] ‘gH 
在 上 面 过 程 中 , 若 有 ,pr 这 些 数 据点 过 多,p 矩 阵 的 规模 也 随 之 增 
大 ,而 另 一 方面 也 必须 尽 可 能 多 地 利用 所 有 数据 , 故 改 进 递 推算 
法 : 
{9.1 = p19 
le ap /lg 这 ,中 ,1 
|g ,orn, (hi Pd 
其 中 ,p= 二 [hsp-1」 为 新 的 观测 ,8 二 [a sp 为 前 一 时 刻 的 
拨 合 值 , 初 值 为 
7 105 0 
B=[0,0] ‘=| 0 
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四 ,测试 和 结论 


各 种 算法 的 测试 结果 以 及 求 得 的 结果 见 表 8-2. 
表 8-2 四 种 算法 比较 


问题 结果 
Cay 


1. 直接 前 插 分 
2. 样 条 插值 .再 作 1 

3.z 变换 法 ( 零 阶 保持 器 ) 
4.z 变换 法 (三 角形 保持 器 ) 


以 上 测试 数据 均 在 第 二 步 后 收敛 到 稳定 值 ,问题 的 结果 数据 
经 过 车 干 步 波动 后 达到 终 信 ,说 明 算法 具有 稳定 性 和 快速 收 敏 性 . 
从 表 8-1 中 的 数据 可 以 看 到 截断 误差 对 结果 的 影响 及 用 = 变换 离 
获 化 方法 的 做 越 性 和 准确 性 ,并 且 得 到 a 的 最 佳 拟 合 值 为 0. 500. 

该 问题 亦 可 利用 8 7. 3 方法 对 数据 直接 进行 处 理 , 留 给 读者 
作为 练习 . 、 


§ 8.3 线性 模型 结 梅 的 辨识 


从 线性 离散 模型 的 一 般 形 式 
引 ( 是 ) 十 嫩 1 下 一 下 ) 十 全 十 如 5 下 一 好) 
=bu(k—d—1)+ but—d—n) 

可 以 看 出 ,线性 模型 的 结构 参数 是 指 模型 的 阶 数 xn 和 纯 延 迟 时 间 
ad. 

在 视 型 的 参数 估计 中 假定 模型 的 结构 参数 为 已 知 ,; 但 一 个 实 
际 过 程 的 模型 结构 事先 往往 是 不 知道 的 ,所 以 在 参数 估计 前 应 先 
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辨识 模型 结构 . 
一 , 纯 延 迟 时 间 4 的 确定 


这 里 讨论 用 参数 估计 的 方法 来 确定 纯 延 迟 时 间 4d. 

设 m 为 系统 的 真 阶 ,ae 为 系统 的 真 纯 延 退 时 间 . 为 确定 纯 延 
迟 qo, 可 先 任 意 假 设 -~ 个 相当 大 的 阶 #*( 例 如 之 m6 十 dd,) 移 造 模型 

Yn) 

=bu (km—1) thar bur 1) 
十 呈 二 Bu (Ck 一 mn) 
式 中 sb i 12 为 估计 参数 " 

若 得 到 的 估计 基 在 等 数值 很 小 ， 几乎 可 以 忽略 ,而 
且 有 |5&- .| 污 16|, 则 可 认为 7 就 是 纯 延 遂 时 间 dd- 这 一 点 可 作 如 
下 解释 :由 于 过 程 具有 纯 延 人 运 ze, 在 & 一 co 一 1 以 后 瞬时 的 输入 都 
不 会 引起 y(%) 的 响应 ;现在 由 试验 数据 得 到 的 估计 量 铝 ,h，…, 
的 数值 几乎 可 忽略 ,而 且 | 纪 ,| 守 |1b.|, 这 意 昧 着 测试 数据 y(t) 不 
是 由 (一 1) ,a 是 一 2) ,sw 全 一 7) 所 引起 的 响应 ;而 是 由 x (一 > 
一 17 一 fr 一 2910 呈 yw 夺 一 ny 引起 的 响应 ,于 是 + 就 可 认为 是 系 
统 的 纯 延 迟 时 间 di 


二 ,模型 阶 数 的 检验 


模型 阶 数 的 检验 有 很 多 种 方法 ,常用 的 有 如 下 几 类 ; 零 极 点 对 
消 检验 ,损失 函数 检验 、 残 差 检 验 . 偏 相关 函数 法 .AIC 准则 以 及 下 
检验 法 等 等 . 其 中 下 检验 法 的 基本 思想 是 ; 若 在 所 选 的 阶 数 mm 和 
ms 下 进行 参数 估计 及 得 到 的 残 差 平方 和 记 为 Ja 和 .Cr ,如果 
残 差 蚌 独立 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 当 n>ni 之 ms 时 (no 为 理想 
的 阶 》, 了 (ns 和 fy 一 yz) 也 其 独立 的 随机 变量 ,定义 守 一 


J ns) 一 2n， 4 < 
一 7 2 当 采样 点 数 N 很 大 时 ,随机 变量 + 是 源 


近 FF[2Cns 一 抽 ) ,CN 一 2n2) 分布. 若 给 定 一 个 置信 和 诬 «， 通 常 取 a 
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一 0. 01 或 0.05, 从 王 分 布 函数 表 中 可 以 找到 上， 若 ct， 则 表示 
ns) 的 概率 小 于 jn), 则 nm 就 是 被 估计 系统 的 阶 ; 若 :1 汪 #, 则 表 
示 nn no 不 成 立 ,需要 增加 阶 次 ,继续 运算 ,直至 ft 为 上 上 - 


8$ 8.4 模型 的 选择 


时 间 序 列 的 线性 模型 在 系统 辨识 中 占有 重要 地 位 ,线性 模型 
有 多 种 形式 ,模型 辨识 的 任务 就 是 找 上 出 某 一 时 间 序 列 最 合适 的 数 
学 模型 并 决定 其 阶 数 . 由 于 实际 句 题 中 大 多 数 的 平稳 时 间 序 列 其 
期 望 值 常常 不 为 零 , 为 了 数学 上 处 理 方便 起 见 , 可 作 如 下 变换 : 
t= (t= 1,2,.**) 
其 中 ,二 Elz) ; 则 {rw} 1 2) 为 零 均 值 平稳 时 间 序 列 . 
通常 在 实际 工程 中 ,平稳 时 间 序 列 rw 的 数学 模型 可 以 表示 为 
下 面 三 种 形式 . 


一 ,自身 归 模型 (AR) 模 型 


任何 一 个 时 遍 1 的 数值 ze 可 表示 为 p 个 时 刻 的 数值 ww，， 
wr stp 的 线性 组 合 , 再 加 上 时刻 的 白 噪声 , 即 
ww =a a 
即 ze 由 该 时 刻 以 前 的 种 个 值 的 种 权 和 表示 ,由 于 拟 合 误差 a. 是 
随机 的 ,互相 独立 的 , 互 不 相关 的 ;所 以 n. 具有 白 品 声 的 特性 ,这 
为 模型 阶 数 。 


二 、. 滑 动 平均 模型 (MA 模型) 


对 于 一 个 平稳 时 间 疗 列 iw,} ,存在 一 个 日 嗓 霹 序列 myaz，…， 
ms 订 以 使 : 时刻 的 数值 ww 表示 成 此 时 刻 白 上 曲 声 , 碱 去 前 面 4 
个 时 刻 的 白 品 声 min sa 的 加 松平 均 

T= Og 
其 中 ,gq 为 阶 数 . 
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三 . 自 回 归 滑 动 平 均 模型 (ARMA 模型 ) 
ARMA 模型 也 称 为 混合 模型 ,其 数学 表达 式 为 


ww = a pn hn 
式 中 pp 及 9 为 模型 的 阶 数 . 

为 了 讨论 模型 的 闪 识 方法 ,需要 引入 自 相关 函 教 和 侦 相 关东 
数 ， 

自 协 方差 函数 ”: 定义 为 

r= Er A) Cr = ECA 1), 

其 中 ,表示 时 间 延 壕 量 . 自 相 关 函 数 定 义 为 
人 


re 


一 下 [一 
样本 自 协 方差 函数 产 本 到 为 


pb Tw /bh) (k=0,1, ,&) 
当 相当 大 ,大 相对 很 小 时 * 上 式 可 写成 
2 Dow 
样本 自 相关 函数 风 为 
一 六 (k=0,1 ,KY 


在 实际 计算 中 ,一 般 取 wm>50,p: 的 个 数 久 < 也 . 通 当天 值 为 和 在 
右 . 

为 研究 台 相 关 函 数 p; 的 特性 ,考虑 AR 模型 

wa a 
两 边 同 时 乘 以 w 1, 并 求 期 望 . 显然 对 80, 等 式 右边 最 后 一 项 
有 ECw- 一 2) 二 0《 实 因 n 只 对 ww; 有 影响 ,而 与 以 前 的 值 ww :无 
关 ), 得 
rh =a ar 


255 


将 上 式 两 边 除 册 ro; 则 
P=aps saspis— tapr ss (40) 
这 是 一 个 差分 方程 ,按照 = 变换 法 求解 差分 方程 的 理论 ,该 差分 方 
程 的 解 具 有 下 列 形式 
可 一 Ge 十 Ge 

若 G 全 为 实数 , 则 p: 指数 廖 碱 ,其 快慢 取决 于 主根 ;车 G, 中 
有 复 根 , 则 pp 振 落 豪 威 、 

自 相关 函数 pi 在 >g 时 全 为 堆 的 性 质 称 为 g 步 截 属性 ， 自 
相关 黄 数 不 能 在 某 步 之 后 截 尾 , 而 是 随 着 上 增 大 逐渐 衰减 ,但 受 负 
指数 函数 控制 ,这 种 特性 称 为 拖 尾 性 ， 

上 还 结果 对 4R(I) 模 型 只 累及“ 一步 相关 性 ? ,为 什么 挛 在 下 
二 1 之 后 不 截 尾 ,而 当 《>c 才 逐渐 趋 于 零 ,这 是 因为 mw 与 w 有 
美 ; 而 zw- 又 与 zy 有关,…，, 如 此 类 推 ,r 和 zirz 也 都 
有 关系 . 这 种 情况 说 明了 用 简单 的 相关 函数 来 说 明 两 个 变量 之 间 
内 在 的 相关 性 ,有 了 时 会 导致 错误 的 印象 .因为 假如 两 个 变量 之 部 
有 正 的 自 相 关 , 其 原因 可 能 有 两 种 :一 种 是 一 个 变量 的 增加 导致 另 
一 个 变量 药 增 加 , 另 一 种 是 某 一 个 (或 多 个 ) 变 量 的 变化 使 被 考察 
的 两 个 变量 都 增加 了 . 因此 还 需 蓝 有 另 一 种 表达 两 个 变量 之 间 相 
关 性 的 方法 , 它 能 够 排除 其 他 变量 的 影响 ,这 就 是 偏 相关 盯 数 . 可 
以 设想 ,如 果 在 排除 了 “局 外 ”变量 的 影响 之 后 ,两 个 变量 本 身 实际 
上 并 不 存在 相关 性 ,就 说 明 看 起 来 似 平 密切 的 相互 关系 是 由 于 其 
他 变量 作用 的 缘故 . 反之 ,假若 两 个 变量 的 相关 什 小 于 偏 相关 值 ， 
那么 必定 是 其 他 变量 “ 冲 痰 ”了 这 两 个 变量 向 的 相互 关系 . 

根据 以 上 分 析 ,如果 有 三 个 随机 变量 xz， 其 联合 概率 密度 
为 plusvyiw) ;在 ww 纵 定 条 件 下 ,uw 和 ww 的 条 件 概 率 密 度 记 作 p(x， 
vw) 二 pusvtw)/p(w). 则 w 给 定时 ,x 和 vw 的 偏 相关 定义 为 


『 三 (axa) (eo) pla,v [rw dudv 
Per 一 《Var[a]Wwar[z]717 
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或 
ou 一 E[{u—u) (一己 )] 
“ Cvar[u J Var[w]) 
式 中 五 表示 关于 杀人 忻 密 度 函 数 plu ,vlw) 的 条 件 期 望 
在 时 则 序列 模型 中 ,为 了 方便 ,定义 丰 步 迟 后 的 偏 相 关 为 一 
1 个 中 间 值 Tu ZE zr 一定 时 ,vw 种 wx 之 间 的 条 件 
相关 , 记 为 
加 五 [roro ss] 
六 am 一 
Vv Ew ] 瑟 [ro 
_E[ww,4] 
var[w.] 、 
现在 设 {zw,} 为 零 均值 平稳 六 列 , 由 mm 对 mw 作 最 
小 方差 和 估计 . 
wo tw oe 2 et 
两 边 飞 以 w :>0) ,并 取 条 件 期 望 
EFrwaro sr |= anELw wade ELw ELnne,. :Jj 因 
为 友 Ta 5 是 既定 条 件 :可 所 到 条 件 期 望 符号 之 外 ， 
则 
Ew -站 一 anta EE]— "+ ouELw s+ Enw,.4] 
注意 到 EL[ww j= 二 0; 县 下 >0 时, 和 rw. 不 相关 
ELrwro 1 | =a VarLrw, | 
所 以 
_ ELzrerw,_#] 
4 Warfro] 
可 见 偏 相 关 孙 数值 wu (一 0,1 2) 就 是 按 寺 阶 自 回归 方程 
对 mm 作 线 性 最 小 方差 估计 时 的 第 & 项 (最 后 一 项 ) 系 数 ， 显 然 mo 
一 1 aa 一口- 由 于 CA ;是 基于 最 小 方差 原则 ? 由 


{= Efw, 一 Za, FE 
令 a /sy 二 0,7 二 1 2, "+ 可 得 
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a Tl ae 
机 站 a 1 "Pe |2 
2 Lo _， 内 T Le 
该 方程 称 为 万 尔 - 活 克 (Yule-WWalker) 方 程 . 凡 满 足 上 述 方 程 的 
qe An 为 zw 的 篇 相 关 消 数 . 
用 上 面 公式 求 偏 相关 函数 计算 量 较 大 ,用 下 面 的 递 推 公式 则 
要 方便 得 多 . 在 实用 中 


tt = (1) 
三 是 . 
Qe 一 CO — Zp | 一 二 pou) 2》 
j= j= 
BO Ci- 15 《7 一 上 sD) (C3) 
递 推 的 顺序 是 
用 (8B) 。 用 tC} - 用 cB》 - 攻 《C) 。 用 (3) 
OE I ha te Ra SM hae 
“ 周 5B8) . 
Ls ro 


为 研究 AR 模型 的 偏 相关 函数 的 特性 , 考 虚 


J =E{rw,— aus) 
而 


= Eltaw,.. 1 a ap Pe Dj a, 1 


J 一 1 


p 上 
一 EL 十 之 (一 aa 2 a J 
二 i=p+ 


£ . 各 
= EL a a) arnori 

当 &> 疡 时 ,用 如 下 取信 方法 可 使 v 达到 最 小 

的 ljSp 

(0 p+ 1jEk =p, p+1 p42 
这 时 括号 内 第 一 项 由 于 1 专 j 所 pp 时 mw 一 mw 而 第 二 项 由 于 户 十 1 守 
时 由 一 0 特别 在 了 = 下 而 上 一 右 十 1 十 2,… 时 ,au 一 0 这 说 
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明 AR 模型 在 ge=p 处 开始 截 昆 . 
用 类 人 方法 对 MA (C9) 模型 .ARMA (p,q) 模 型 进行 研究 , 结 
果 如 下 家 8-3. 


表 8-3 三 种 模型 的 pi 与 ms 特性 


在 实际 处 理 中 ， 因为 Pr ritemiry 当 [ps | 或 lm 很 小 时 可 
以 认为 BG 二 0 或 qu 二 0. 般若 在 下 站 


广 或 ml< 


,可 以 认为 Ps 或 & 截 尾 , 截 在 不 =g 处 ， 


例 83 某 化 学 反应 过 程 温度 记录 200 个 数据 ,计算 得 样本 
自 相关 系数 和 样本 人 篇 相关 函数 如 表 8-4 所 示 . 
表 8-4 样本 自 相关 和 信 相 关 阴 数 闵 


-673 O84 —0.13 -011 —0.01 -0.04 0.09 —0.05 


—0.73 —0.64 ~0.71 一 和 82 —0.73 0.75 ~—0.76—0.72 


9 10 1l 12 13 14 15 


一 以 0 0.13 —0.04 O07 —0.05 O02 -0.03 


一 014—0.32 1l —0.16 -0.12 0.10 —0.07 


分 别 作 点 图 ,如 图 8-3 所 示 ， 


由 图 可 见 ，ax 邱 届 ， 此 时 -二 一 -二 0 16， 当 3 时 ， 


io | 二 0. 16; 所 以 ps 截 屁 , 截 在 =3 人 处 ,因此 可 以 认为 线性 模型 
是 三 阶 广 动 平均 模型 MA (3) . 
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图 8-3 城 尾 与 拖 尾 
例 8-4 和 绢 据 某 人 心跳 时 间 间 隔 所 得 400 个 数据 ,算得 其 样 
本 自 相 关 函 数 与 样本 偏 相关 函数 见 表 8-5, 分 别 画 点 稳 ( 如 轿 8- 


4), 
表 8-5 样本 自 相关 与 仿 相 关 击 闸 表 
天 1 2 3 4 5 6 7 .8 
Bs | 0-57 047 0.44 0.47 0.45 0.38 0.33 0.37 
dy | 0-57 0.22 0316 020 011 001 一 0.03 0.10 
天 9 10 HI 12 13 14 15 
be | 0.39 0.42 0.32 0.31 0.27 0.25 0.24 
0.69 0.13 —0.06—0.02—0.06—0.47 0.01 


pb, - du 


12 14 
ol os 4 vid Tt 


图 8-4 心跳 和 妨 点 图 
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3 2 ~ 2 _ 。 与 &i 
因为 J 0.1, 数 值 较 小 ,所 以 PB 与 sa 都 看 成 卸 


尾 . 线性 模型 可 以 看 成 ARMA 模型 ,不 过 模型 的 阶 数 还 需 用 其 他 
方法 确定 . 

有 时 会 过 到 样本 自 相 关 阔 数 与 样本 偏 相 关 函 数 至 少 有 一 个 既 
不 是 拖 尾 又 不 是 截 尾 . 

例 8-5 某 化 学 反应 过 程 温 诬 记 录 数 据 ,算出 名 和 友 分 别 作 
图 ,如 图 8-5 所 示 . 


Pp ET 


图 8-5 化 学 反应 过 程 中 韶 讼 Pi 和 点 图 
由 图 可 见 ,au 是 截 尾 的 ,而 包 研 不 是 截 尾 叉 不 是 拖 昆 的 ,此 时 
线性 模型 不 是 前 面 指出 的 三 种 . 可 以 认为 这 个 化学 反应 过 程 的 温 
度 是 非 线性 的 ,或 是 非 平 稳 时 间 序 列 . 
用 上 述 是 否 截 尾 或 拱 尾 等 来 判别 模型 及 其 阶 数 只 是 近似 的 ， 
有 了 时 画 出 的 名 及 很 难看 出 是 截 尾 还 是 抑 尾 ,所 以 模型 辨识 后 还 


要 经 过 考 楼 . 
一 般 地 说 ,一 个 线性 模型 ,参数 确定 了 ,得 到 线性 方程 。 
TE GL 机 立 pTU 一 一 天 Pm] "™ Ben 本 


把 样本 数据 ww ,two;，… ,ww 代 进 去 ,可以 得 到 ma 和 模型 的 
考核 就 是 要 检查 残 量 mynz,…，*m 是 不 是 白 噪 声 . 
残 量 = 的 计算 可 按 下 列 公 式 计算 
ke ee 
tba 3 二 bn 了 
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其 中 PED TO TO ps 1 ””* 失 1 二 为 零 

检验 = 个 残 量 是 不 是 白 噪 声 的 重要 内 容 是 检验 ”个 残 基 是 否 
为 互 不 相关 . 

令 残 量 的 样本 自 协 方差 函数 


Cnn) = 之 pm- 
残 量 的 样本 自 相关 系数 


FN) 
Fo CH 71) 
其 中 , 关 (a at) 中国 弧 中 第 一 个 站 表示 样本 长 度 , 第 二 个 
表示 样本 自 协 方差 函数 与 样本 自 相 关 冰 数 是 对 残 量 讲 的 .上 值 


的 选取 为 蕊 左右 . 


Pr rn = 《二 一 1 2 此》 


计算 Q: 一 * 之 / 乱 (ao ,采用 Xe 检验 . 取 置 信 率 *, 查 表 得 
开车 @ 芭 从 出 认为 = 个 残 量 是 也 不 相关 的 白 嗓 声 , 即 认为 确 
定 的 线性 模型 是 合适 的 .否则 需要 重新 考虑 模型 的 类 别 、 阶 数 和 
参数 ， 


$8.5 一 些 特定 形式 的 模型 


在 许多 实际 问题 中 ,由 量 测 得 到 的 随机 序列 多 数 并 不 平稳 ,而 
可 能 含有 某 种 随机 时 间 稳 定 增长 或 衰减 的 趋势 ,也 可 能 含有 随时 
间 而 周期 式 的 变化 起 伏 的 趋势 ,这 时 不 能 采用 平稳 过 程 的 模型 ,而 
入 本 于 

= 

其 中 ,px 表示 痉 中 随时 间 变化 的 均值 ， 它 往往 可 用 儿 项 式 , 指 数 滑 
数 . 正 总 函数 等 来 措 述 , 而 y, 表示 零 均值 平稳 过 程 ,可 以 用 AR、 
MA 或 RMA 模型 氢 合 - 

外 理 这 类 问题 的 方法 可 分 为 两 类 ,一 类 方法 是 通过 某 些 处 理 
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方法 别 除 上 的 变 作 的 势 ( 例 如 4RIMA 罚 带 和 乘积 型 季节 模 理 ) 
另 一 类 方法 是 具体 共 出 jp 的 拟 合 形式 (如 混合 回归 模型 ). 


一 ,ARIMA 模 乔 


假如 可 以 用 专攻 式 描述 非 平 笑 过程 二 中 随时 间 变 化 的 均值 . 
先 通 过 一 些 具 在 例子 来 说 明 非 平稳 有 时间 序列 线性 模型 的 形 
式 ， 
恕 果 非 平稳 时 但 序 列 {zjG12 ?可 以 表示 成 
人 一旦 十 站 十 证 
{z.} 是 均 信 为 零 的 下 稳 时 间 序 列 . 从 图 8-6 可 见 , 它 的 图 像 是 绕 
直线 ?一 < 十 下 上 王 芷 均匀 波动 的 一 条 折线 . 


一 -. L_ i 
10 t 


图 8-6 非 平 稳 时 闻 序 到 {xz} (1) 

对 z, 作 差 分 运算 , 则 Wz 二 xz 一 zz.. 1 二 4 十 失 十 zi 一 [a 二 6 (一 1》 
十 zj 一 6 十 二 一 x 1 引 2) ,数学 上 可 以 证 明 t6 十 x 一 zz.11 是 平 
稳 时 间 序 列 . 由 平稳 时 间 序 列 的 线性 模型 可 知 , Wz 的 线性 模型 
也 有 自 夯 归 寞 型 ,滑动 平均 模型 ,混合 模型 三 种 . 写成 一 般 形式 
( 式 中 允许 一 0 或 9 一 0) 

CVe— A) pV 

= 十. 

其 中 y==ECYzr); 令 页 = 二 tl 十 名 十 十 各): 则 

(zo TR 1 

二 让 十 6 十 杷 81 十 "十 人 81_， 
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这 就 是 非 平 稳 时 间 序 列 {z,} 的 线性 模型 . 
再 如 非 平 稳 时 间 序 列 {z.} 可 以 表示 成 
z= bt 二 bat 二 
其 中 {xz} ) 是 均值 为 鹤 的 平稳 时 间 序列 , 它 的 自 形 是 绕 一 条 二 次 曲 
线 上 下 均匀 捍 动 的 折线 ,如 图 8-7 所 示 . 


站 
bE 


1 . 上 -一 
5 9 上 


图 8-7 非 平稳 时 间 序 列 {z,f(9 
些 处 作 一 阶 差 分 不 可 能 得 到 平稳 时 间 序 列 . 作 二 阶 莽 分 Vx 
一 2 一 2z 十 2 3》 
可 得 一 2 站 
可 以 证 明 {Wiz} 是 平稳 时 间 序 列 ,其 线性 模型 是 
(Vga VY 
=5T st 十 BE. 
其 中 ,wm 一 匹 (Se 或 写成 
[hd 
二 gp (Tp — Dt 1 2 
0 二 6 二 ei 二 十 Be (3) 
其 中 嫩 = 二 gt1 十 9 十 … 十 8p), 这 就 是 非 平稳 时 间 序 列 {z.} 的 线性 模 
型 ， 
一 般 地 说 ， 如 果 非 平稳 时 间 序列 zi 可 表示 为 名 二 56 十 Bt 十 … 
Fb zt) (dO 
{zz} 是 均值 为 零 的 平稳 时 间 序 列 . 作 台阶 差分 
eb 
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时 间 序 列 {Y<z) (1 之 2 十 1) 是 平稳 的 ,平稳 时 间 序列 {1Y<z) 的 线 
性 模型 是 

(VO— HRT Op) 

=5+e 二 ts (d+1) 

其 中 p==ECYz,). 这 种 模型 称 为 求 和 模型 , 它 的 阶 数 为 (p ,dg)， 
求 和 模型 简 记 为 ARIMA (p,qa,g). 实际 问题 过 到 的 差分 阶 数 4 
一 般 不 超过 二 阶 . 

对 一 个 非 平 稳 时 间 序 列 进 行 一 系列 观测 ,得 到 一 个 样本 z， 
zz Zn: 如何 销 定 它 的 线性 模型 妮 ” 这 里 有 两 种 方法 . 

方法 一 , 先 把 样本 数据 *, ,=1,2, 2 画 成 图 ,看 它 围绕 = 次 
代数 曲线 作 均 名 摆 动 ,于 是 对 = 作 n 次 着 分 . 记 差 分 次 数 为 d. 
然后 检验 VY“z, 是 否 属 平稳 时 间 序 列 . 这 可 用 wx 一 4 个 Viz 的 数 
据 作出 样本 自 和 关 晴 敢 和 样本 偏 相 关 治 数 , 分 别 作 出 点 图 ,如 果 两 
个 点 图 是 拖 尾 、 截 尾 的 ,那么 VY 吧 , 一 定 是 平稳 的 . 最 后 可 用 模型 
辨识 和 参数 估计 的 方法 确定 模型 . 这 种 方法 的 缺点 是 在 从 z, 的 
点 图 中 不 易 看 出 它 到 底 绕 几 次 曲线 作 均 名 摆动 ,因此 对 z, 的 差分 
阶 数 a 不 易 正 确定 出 . 

方法 二 ,对 于 =0, 计算 尽 ,的 样本 自 相 关 丽 数 和 样本 偏 相 
美 函 数 , 分 别 作 出 点 图 ,如 沫 两 个 点 图 分 别 是 抑 书 和 截 尾 的 , 则 珍 
明 zx, 是 了 稳 时 间 序 列 ' 进 一 步 确定 其 模型 ,否则 ，Y 不 是 平稳 
的 , 令 dd 二 4d 十 1, 重 复 上 述 步 骤 , 直 到 Wz, 是 平稳 时 间 序 列 , 作 出 
线性 模型 为 正 . 关于 志 的 各 阶 差分 的 计算 可 采用 表 8-6 格式 

表 8-6 部 分 计算 表 


= Tm 
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例 85 对 某 化 学 反应 过 程 的 226 个 光度 记录 数据 < ,计算 
au 裁 尼 ,但 户 既 不 截 尾 , 亦 不 拖 尾 .可 以 认为 是 非 平稳 的 ， 
对 z, 取 一 阶 差 分 ,得 到 225 个 Vz, 的 数据 ,计算 得 义 与 记 的 
数值 见 表 8. 7. 
衣 8-7 WVz 的 户 与 各 数 得 表 


Bu | 0 0.02 一 小 02 一 由 08 0-08 0.13 一 0 15 


由 表 可 秃 ,如 拖 尾 , 放 截 电 在 上 =1 椒 ,所 以 Vz 属于 一 阶 自 回归 模 
型 ， 邻 TO AAA 一 WYxz' 其 中 ， 


VE 一 2 Trf225 
于 是 关于 w, 的 模型 方程 的 形式 是 
tw 十 用 TW 1 二 5 
用 =*, 表示 时 ,可 写成 
(Ve— TA Ve Ve) =—s, 

或 Ci— Zi 2) a Wr) 

如 果 对 = 取 二 阶 差 分 ,得 到 234 个 立 沪 的 数据 ,计算 得 请 和 
au 的 数据 见 表 ( 表 8-8). 

由 表 可 见 ,与 名 均 截 尾 裁 在 4=0 处 ,所 以 了 VY, 属于 零 阶 自 
回归 模型 , 记 
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4 一 3 
风 to 一 所 或 2 一 2 1 Oo 
囊 BB Wg 后 六 与 数值 表 


Pe [0.08~— O07 -0 12~0.060.019 —0.02 0.05 —0.05 


én 0 08—0. 37 D1 0.10—0.02—0.05 0.02 --0.06 


3 9 19 11 12 13 1¢ 15 


pr 1013 013 一 由 13 008 —0.08 0.03 —0.01 


dm 0-.15 0.10 —0.15 0.02 —0.09—0.01—0.04 


二 ,乘积 型 季节 性 模型 


在 实际 中 ,经 常 遇 到 一 些 依 时 间 而 周期 性 变化 的 观察 序列 , 例 
如 各 种 气象 观察 资料 .各 种 经 济 信 息 、. 各 种 天 文 .地 震 观 测 数 据 等 
等 ,形象 地 把 这 类 变化 规律 称 为 “季节 "性 变化 . 在 许多 问题 中 , 往 
往 可 以 从 直观 背景 及 物理 变化 规律 得 到 数据 序列 的 周期 很 自然 
地 想到 ,如 果 把 菜 一 时 刻 的 观察 值 与 下 一 周期 相应 时 刻 的 观察 什 
相 减 ,就 可 能 将 周期 性 变化 消除 掉 ， 例如 考察 月 平均 气温 的 时 间 
语 列 (zx) ,显然 数据 应 有 年 周期 ( 即 周 期 :=12 月 》, 若 把 每 个 月 的 : 
气温 与 去 年 同月 气温 相 减 ,得 到 的 新 序列 便 是 在 各 月 平均 气温 附 
. 近 的 波动 值 , 因 而 相当 接近 于 平稳 序列 .不 难 验证 ,一 阶 季节 差分 
后 ,可 消除 xz. 中 周期 为 * 的 正弦 分 基 sinC2xt/s); 二 阶 季节 差分 
后 ,z 中 含有 .tsin(2rt/s) 的 分 量 也 消除 了 . 

若 定 义 差 分 算 子 了 一 1 一 B 和 季节 差分 算 子 为 

VY.=1—B',V?~=(—B)", 

UBD=1+uB tuB’ i +u Br", 
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VCOBY=1+uB: tv B+ vB” 
则 原 序列 经 VY 阶 季节 差分 后 得 到 的 序列 {zx.'} 有 


Ea = Yr? 
就 周期 点 上 来 考察 是 平稳 的 ,因而 可 建立 关于 则 期 ; 的 时 间 序 列 
模型 { 称 为 季节 性 模型 )， 
UB zr’ =VB')E, £1) 


假定 (1) 式 的 E, 不 一 定 是 白 噪声 ,例如 是 另 一 个 ARIMA Cn， 

如, 了 ?序列 
PBIVIE=0(B)s, 
其 中 & 是 白 噪 声 , 则 得 到 乘积 型 季节 模型 
PBIU CB YI TD zr ~ 0 BB vB Ys, 

可 特 (1) 让 展开 成 通常 的 ARIMA 模型 形式 . 例如 将 
(1— Bx= (1+6B) (1 +oB)e, 
展开 成 

(1—B}zx= (hhBiuB bud)e, 


这 是 一 个 (0,1,s 十 1 和 阶 ARIMA 模型 ,但 参数 六 -有 
约束 关系 五 ”1 一 百 : os = oh", ,一 0 有 一 要 一 ,尽管 模 
型 的 阶 数 (s 士 1? 可 能 很 高 ,但 除 67 1.6 ,8 和 -以 外 ,其 他 参数 痢 是 
零 , 因 此 且 蔓 系数 模型 ,而且 参数 尹 -一 六 po, 实际 上 只 有 有 :和 
5' ;是 自由 参数 (6, 二 5', 圭 1). 


三 .组 合 模型 


通常 称 时 序 模型 x, 二 x 十 y, 中 的 a 为 序列 的 确定 性 部 分 ,而 
称 y, 为 零 均值 的 平稳 随机 部 分 ,希望 不 羽 要 将 趋势 性 和 赔 期 性 分 
量 分 离 出 来 ,而 且 要 给 出 x 的 具体 表达 式 . 这 种 既 有 确定 性 又 有 
随机 性 部 分 组 台 而 成 的 模型 . 在 措 述 某 些 类 型 的 非 平稳 过 程 时 ， 
常常 有 较 好 的 效果 . 
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建立 组 合 烧 型 ,通常 是 先 用 最 小 二 乘 方法 按 某 类 函数 拟 合 数 
据 序列 的 确定 部 分 ,从 低 阶 开 始 , 逐 渐 增 加 阶 数 ,直到 模型 无 明显 “ 
改进 为 止 . 然后 对 消除 了 确定 趋势 的 残 量 序列 建立 适宜 的 AR- 
MA (n,m) 模 型 . 最 后 用 前 述 得 到 的 两 部 分 参数 估 值 作为 初 值 ,对 
确定 性 部 分 和 ARMA 部 分 的 所 有 参数 ,同时 用 非 线性 最 小 二 乖 
方法 重新 估计 ,得 到 组 全 模型 的 最 终 估计 . 


常用 的 组 合 模型 有 ， 
1 多 项 式 趋势 
一 bntY, 
2* 指数 趋势 
. 了 :一 2 ApertY, 
3* 周期 趋势 


XZ! 二 Saeo 十 Bensin (Fe 十 六 ) 十 了 
下 上 j=1 

为 计算 方 使 , 常 改写 成 

了 五 一 hse 二 Be [cusin (jot V1—ecost mot) +Y, 

4° 一 般 形 式 

组 合 模 型 可 用 如 下 形式 统一 描述 ; 

z= 2 ArTY, 

如 果 4, 全 为 零 , 则 x 一 Y,, 即 为 普通 ARMA (n,m) 平 稳 序 列 ， 若 
仅 有 一 个 4, 非 零 , 且 与 其 相应 的 为 零 , 则 {z,) 为 均值 为 常数 的 
平稳 序列 . 若 m 个 中 只 存在 值 很 小 的 实数 时 ,将 指数 叉 数 作 
Taylor 展开 , 则 只 有 前 所 项 较 大 , {xz} 表现 为 具有 多 项 式 趋 势 . 当 
5; 为 较 大 的 正 负 实数 时 ,模型 显示 出 具有 指数 增长 或 衰减 趋势 . 
当 复 指数 具有 负 实 部 峙 ,{(z) 有 阻尼 的 正弦 休 芯 趋势 当 复 指 


数 后 实 部 为 零 时 ,就 是 带 将 机 隔 扰 的 正 余弦 趋向 , 实 部 为 正 时 , 册 
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是 振 辐 不 断 增 大 的 正 余 苞 趋向 . 
四 门 根 自 鸟 归 模型 


门 睛 自 回归 模型 (Threshold Autoregressive Model) 用 来 解 
决 一 类 非 线性 问题 ,其 基本 思想 是 :把 非 线 性 模型 技 照 某 一 变 元 的 
不 同 取 值 范 围 ,采用 若干 个 线性 模型 来 描述 . 它 将 微分 方程 中 极 
限 环 的 概念 引入 非 线 性 随机 系统 ,可 以 有 效 地 描述 具有 周期 规律 
的 过 程 ,由 于 门限 的 控制 作用 ,保证 了 模型 的 稳定 性 . 这 类 模型 还 
可 以 做 为 突变 现象 的 一 种 描述 手段 . 

通常 采用 的 门限 回归 模型 有 三 种 定义 ， 设 1 。) 是 因 变 元 观察 
序列 ,{zay] 扫 ;到 5 是 自 变 元 观察 序列 ， 
asl ade -arte rast) 
[op ale a zt 二 ED (GAT 


和 一 


a Taffeta ze (GE zi +00) 
其 中 自 变 元 序列 {zt} 称 为 门限 变 元 ,去 ,i 一 1,…,r 一 1 为 门限 值 ,d 


为 门限 元 滞后 量 . 
设 !{z:} 是 单 变量 观察 序列 ， 
1A x,. :二 ‘二 Biz- -和 et! 
( 当 < 二 王 》 
Bi + BP t+ Bmp te 
和 = | ( zx, sR ) 


BotB a tt A er 
: ( 当 训 -1x 
其 中 Ea yz vv ,六 -1 为 门限 值 -A 是 门限 滞后 量 . 
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《13 


p 

EE 

i A hd > , S a res 
- j=l zn 


《 当 EA > 


2) 


:A 
了 
有 十 并 2 十 十 房 2 二 > | > a Tp 
j=1 i 


TT (Y Fz a,) 


py 
| 二 
PP 十 pa tt be, oD Dae, 
i=1 /一 入 


| 


(当世 -Art 
其 中 zz 为 门限 值 , (1 扫 : 委 不 ) 为 门限 变 元 ,4 是 门 
限 汪 后 . 显然 定义 1 和 2 都 是 定义 3 的 特例 . 

门限 自 回 归 模 型 是 共有 较 广 泛 意 义 的 一 种 非 线 性 模型 ,例如 
考察 一 阶 非 线性 自 回 归 模 型 

Xt= f(x) 

其 中 是 连续 函数 , 目 在 区 辣 [a,5] 上 为 一 致 连续 . 对 任何 +E€ 
La,8j; 利 用 近似 展开 ,存在 关系 式 ， 
AD 一 Ac 


站 


Ti =a i+ajr 


fx) fr 十 


其 中 全 二 一作 sr. 1)— a 
4 一 Zo 所 Tz 一 是 [a,8j 上 的 一 组 分 割 , 分 割 的 粗细 由 通 近 
精度 决定 . 在 给 定 精 度 下 ,一 芥 非 线 狂 回归 模型 可 以 由 下 式 近 伺 ，; 
Zia Tar 《TEA 1 站 

这 正 是 一 阶 门限 自问 妇 措 型 ,可 见 一 阶 非 线 性 回 妇 模型 可 由 一 阶 
门限 自 回归 模型 近似 ， 

类 似 地 ,对 于 一 般 的 阶 非 线性 自 回归 模型 六 = 六 
za4) 十 5 也 可 用 高 阶 的 门限 自 回 归 模 型 带 近 ， 这 说 明了 门限 自 回 
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归 模 型 的 广泛 意义 ， 

可 以 证 明 线 性 随机 差分 方程 的 结构 和 性 质 与 对 应 的 齐 次 差分 
方程 有 密切 关系 , 若 齐 次 差分 方 强 的 解 当 tc 时 外 于 零 , 则 相 疙 
自己 归 模 型 是 平稳 的 ,所 以 可 以 利用 齐 次 差分 方程 了 解 门限 自 回 
归 模 型 的 特性 , 令 
(BHA Tt Be Tes 

( 当 za) 
Be BB 
Fr 4 [ee 


BE + Bz +Be x pp 
( 当 却 -im 十 ee) 
其 中 已 =maxCP PvP). 风 与 门 很 自 回 旺 模 型 相应 的 齐 次 状 
分 方程 为 


五 一 (2) 
上 式 的 解 具 有 如 下 特性 : 
1? 若 从 某 一 初始 值 fr yzpr 4 yz 出 发 ,C2) 式 纵 出 的 序列 x 
满足 limz, 二 x, 则 称 工 为 (2) 式 的 极限 点 . 
2 若 从 某 组 初始 箱 zi ,75 :zi 出 发 ,二 渐 和 近 邮 与 某 一 局 
期 为 的 周期 序列 相 吻 合 , 妈 
lim Zz 6) =0 
则 称 {ce} 是 (x ) 式 以 了 为 周期 的 极限 环 .了 是 使 C, 清 足 下 式 的 最 
小 对 期 ， 
Orr=C t=] 22,3 
车 其 任何 (zz yz 的 邻 域 出 发 , (zj 都 与 1C) 渐 近 咯 合 , 则 
称 它 为 稳定 极限 环 . 
例如 ,考虑 一 阶 齐 次 差分 方程 
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『 
| 4z- 1， 当 |z: - :< 去 
4 . 


| Lie 


取 初 值 2 一 4 出 dz 一 2 一 上 一 > ,2 


即 {} 有 极限 环 { 广 ,2,1, 坪 ,12，1， 车 取 初 值 z=5, 则 X= 


5 5 9 5 5 5 9 
一 sx 二 4 一 5 soe 4 sr 3’ :ze 一 (其 有 


S32 5 
极限 环 { 饼 , 训 , 子 , 训 ,全 , 记 ,…). 然而 对 于 一 般 的 卷 分 方程 很 难 


详尽 举 出 它 所 有 的 极 中 点 和 极限 环 . 把 微分 方程 极限 环 的 概念 引 
入 随 寺 的 门限 自 回 归 钳 型 中 ,进一步 探讨 了 门限 自 回 归 模 型 的 特 
性 ,及 适合 这 类 模型 的 周期 序列 与 极限 环 的 关系 . 

由 于 门限 回 好 ( 自 回 归 ) 模 型 是 按照 门 眼 元 不 同 的 取 值 范围 而 
采取 不 同 的 拟 合 模型 ,首先 要 把 门限 变 元 {ze,t 一 1,2,…，N} 按 照 
从 小 到 大 的 顺 庆 进行 排列 ,而 门限 值 rz yz :及 > 的 选取 ， 
一 般 是 通过 经 验 分 布 确定 ， 如 了 (za 二 器 作为 门限 变量 ,那么 
我 们 就 要 计算 出 它们 的 经 验 概率 密 诬 ,进而 求 出 经 验 分 布 人 zi)， 
为 了 使 每 两 个 门限 值 之 间 出 现 的 观察 数据 不 译 计 少 ,一般 选 门限 
值 为 zx 本 (TD) 一 0.1F(r) =0.2,. Fx) =0.9. 
车 从 x ,xis ,zs 中指 选 r 一 1 个 最 优 门 限 值 ,就 是 寻求 使 门限 回 
归 模 型 的 AIC 函数 值 为 最 小 的 那 组 个 数 为 一 1 的 门限 值 - 实际 
上 一 般 取 ~ 一 2,3 或 4( 即 门限 分 点 数 为 1,2 或 3), 对 不 同 的 > 值 
再 进行 比较 以 确定 最 佳 模型 的 门限 值 个 数 

例 8-6 1821 年 至 1934 年 期 间 捕 所 的 加 拿 太 山猫 数 的 年 度 
记录 (以 10 为 底 取 对 数 ), 共 114 个 观察 值 , 如 表 8-8 和 图 8-8 所 
示 , 试 建立 加 拿 天 山猫 数量 的 数学 模型 ,并 参 测 变化 趋势 . 

上 述 数 据 描 述 了 一 种 生态 自然 循环 现象 . 在 一 个 给 定好 区 内 
的 层 兔 和 山猫 的 总 数 具 有 某 种 循环 或 振 茵 变化 的 形式 ,野兔 是 山 
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猫 的 主要 食物 ,当时 免 数 量 很 大 时 ,山猫 的 数量 增多 ,然而 不 久 随 
着 山猫 成 倍增 长 ,由 于 过 量 捕 食 的 结果 ,时 人 兔 数量 下 降 , 而 这 又 引 
起 部 分 山猫 饭 死 ,从 而 山猫 数量 减少 ,这 就 完成 一 个 循环 . 如 果 
野 免 的 数量 比 供 山 猪 捕食 所 需 野 免 的 数量 大 ， 则 山 狂 数量 又 要 增 
加 . 从 观察 数据 可 以 看 出 其 变化 有 近 十 年 的 明显 周期 . 由 于 数据 
变化 起 伏 很 大 ,已 事先 对 数据 取 对 数 . 

表 8-9 1921 年 一 1934 年 加 二 大 山猫 数据 


2871 | 2119 


图 8-8 ”山猫 数据 及 预报 曲线 

门限 依 取 为 = 一 3 1163， 门 很 滞后 量 4 一 2 得 到 的 门限 自 回 归 
模型 是 
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0, 5239 十 1.0359z 一 小 1756z2, -2 十 0, 1753%, 3—0. 4339z，， 
十 8. 3457z .5 一 0, 3032z, .6 十 0. 2162z._» 
z= 十 0.0043z 8 十 5 ( 当 zx :< 委 3. 1163) 
: 6559 二 1. 42462,_1—1. 16182, :—-0. 1094z, :十 外 2 
( 当 Oz 1163) 
其 中 Var[s 二 0. 0255,Varfe”] 一 0. 0516. 
点 图 8-7 中 可 以 看 到 ,最 终 预 报 曲线 是 一 个 周期 9 年 的 非 对 
称 函 数 , 这 表明 该 模型 存在 以 9 年 为 周期 的 极限 环 , 上 升 段 和 下 降 
段 长 度 分 别 为 6 年 和 3 年 , 它 的 极限 环 为 (2. 6226, 2. 8945， 
3. 2525,3. 4601,3, 4257,3. 2281 ,2. 9793,2, 7884,2. 6639,.…) 灌 后 
量 2 二 2 表明 山猫 数量 的 增 减 与 搬 获 量 之 间 存 在 着 滞后 两 年 的 依 
机 关系 ， | 
(该 问题 的 解析 模型 可 参考 第 五 章 中 弱肉强食 模型 一 节 ). 


$ 8. 6 非 线 性 系统 模型 参数 的 估计 


在 实际 问题 中 册 到 的 系统 ,大 争 数 是 非 线 性 系统 . 当 系 统 的 
非 线 性 环节 很 近似 于 线性 特性 时 ,用 线性 理论 来 分 析 和 设计 ,在 工 
程 上 是 允许 的 ,但 对 一 般 的 非 线性 系统 则 不 行 . 非 线性 系统 的 辩 
识 也 有 稳 态 系统 模型 和 动态 系统 模型 辨识 之 分 , 这 里 着 重 讨论 非 
线性 动态 系统 的 辨识 . 

非 线性 动态 系统 模型 和 线性 动态 系统 的 描述 方法 类 似 , 也 用 
微分 方程 表达 式 和 状态 空间 表达 式 ,一 般 非 线性 系统 可 用 
Volterra 级 数 来 表示 其 输出 
y= [gundrt| | 8: (pra ru rdrdr, 


+ ac 

其 中 BilTly Tes ;Ti) 称 为 Volterra 级 数 的 核 + 这 个 级 数 是 由 J 二 

f(a 9 ,we) 的 多 维 泰 勒 级 数 展 开 和 类 似 的 爱 加 原理 并 取 极 限 
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而 推 得 . 可 以 看 成 是 线性 系统 脉冲 啊 应 七 数 卷 积 表达 式 的 推广 
Volterra 级 数 表示 法 ,有 两 种 特殊 情况 研究 得 校 多 ,这 就 是 蛤 
默 斯 坦 (Hammerstein) 模 型 和 维 纳 (Wiener) 模 型 . 
图 8-9 所 示 的 非 线性 系统 模型 为 Hammerstein 模型 ,简称 瑟 
模型 , 图 中 EEL 表示 单 值 非 线性 特性 ,其 输出 为 
下 一 站 人 十 reg 十 十 总 人 7 


一 E> 一 ~ 


图 89 韭 线性 系统 的 Hammerstein 模型 
图 8-9 中 线性 部 分 特性 为 


y0)=) grubt—r)dr 
其 中 , 荆 是 系统 的 调整 时 间 ,; 即 当 rr> 开 时 ,cr 一 0. 整个 五 模型 
的 数学 表达 式 为 
y=) gr tr (tr dr 


离散 的 广义 五 模型 ,可 以 写成 


Bitz !) Biz 1) 
yD) 二 如 十 于 全 一 4 十 十 于 


-1 
Se 民 一 1，2，… 


utR—d) 


十 
其 中 ， 
(1 一 1 十 as 1 十 二 ae 

B21) =ba Tbr 十 -十 和 sz 

< 

五 (人 1) =6b0—Prz 二 -十 本 wm 

. [人 

如 是 静态 增益 ,d 是 过 程 的 灌 后 步 数 ,x ' 是 单位 后 移 算 子 . 
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| nlr) > 2 


图 8-10 非 线性 系统 的 Wiener 移 型 

图 8-10 所 示 为 维 纳 CWiener) 模 型 ,简称 W 模型 .W 模型 可 

以 用 下 列 数学 表达 式 表示 : 
DE 

其 中 wD)=[ gCOIG 一 dr 

以 Harmmerstein 模型 为 例 , 设 线性 系统 用 差分 方程 模型 描 
述 , 阶 为 nn, 即 

Atz ykR)=Brz u(tk) 
其 中 Alz 1)=1Tar 二 "十 2 " 
Blz 1)=b Toe 十 "十 Bw" 

车 线性 系统 是 稳定 的 ,输出 端的 噪声 为 零 均值 的 随机 变量 ,问题 归 
结 为 ; 设 n 及 卢 已 知 ; 如 何 利 用 观测 序列 208) 和 y(8) ,全 计 参 数 
anb; 和 1+, 考虑 Harmmerstein 模型 


志 
(sx yh)= Bz UE Dr (E+elk) 3) 
"二 | 


其 中 ,不 失 一 般 性 ,ri 已 规格 化 , 取 为 1. 

由 于 出 现 了 未 知 参 数 5 和 的 莱 积 ,我 们 面临 着 一 个 非 线性 
参数 的 估计 问题 ,可 以 分 两 步 估 计 .第 一 步 先 估计 出 乘积 项 nib:， 
然后 再 从 乘积 项 中 把 = 和 点 分 离开 ， 

首先 定义 多 项 式 Stz “) 


Se") DnB)=s0tsz tse" 
5 一 了 


下 
其 中 s,=b) DD yr 了 了 一口 ,1 ,2 nn, 
1 一 3 
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化 简 (1) 式 得 到 
人 (xz DyE)=Bez ARTI) SI RYTER)Y (4) 
i=2 


显然 4(z 1 .Btz 1 和 SCz 和 测量 数据 y(8) ,i(k) 成 线性 组 合 
关系 , 如 果 eg) 是 白 噪 声 ,利用 最 小 2 乘 估计 ,可 得 

di 2 B01 01, 8) 
的 无 偏 估计 . 代入 (2) 式 ， 
(3S, =borst Brg 二 Bor, 


< 必 ， 二 Br 十 吉 1 二 十 名 rs 


. bb 
再 利用 最 小 二 乘法 . 可 得 
站， i 一 243s ,入 

的 最 小 二 乘 估计 . 

假如 关心 的 是 系统 稳定 状态 输入 输出 的 关系 ,利用 回归 分 析 
方法 处 理 稳 态 模 型 ,如 第 七 章 讨 论 的 . 对 于 高 阶 动态 系统 ,或 当 过 
程 的 运动 规律 比较 复杂 ,或 者 过 程 运动 很 慢 , 常 常用 较为 篇 单 的 静 
态 模 型 来 描述 , 若 考 虞 的 过 程 沿 某 一 直线 或 曲线 表现 为 零 均值 ,而 
且 关 心 的 是 过 程 由 一 个 稳定 状态 变 到 另 一 个 稳定 状态 的 过 渡 过 
程 , 即 更 关心 系统 的 动态 特性 , 则 采用 系统 汰 识 方 法 . 

系统 辨识 的 方法 很 多 ,这 里 只 介绍 了 参数 模型 中 的 时 间 序 列 
分 析 方 法 ,而 没有 涉及 其 他 的 重要 方法 , 鲍 如 传递 函数 的 辨识 方法 
及 其 他 非 参 数 模 型 . 利用 时 间 序 列 分 析 , 可 以 进行 系统 的 预报 , 控 
制 和 诊断 ,此 处 仅 限 于 预报 ,因此 讨论 了 模型 的 参数 估计 ,结构 辨 
识 和 模型 辨识 ,而 略 去 了 在 控制 中 有 重要 作用 的 状态 估计 与 王波 
以 及 诊断 中 的 谱 分析 理 论 .， 

在 时 间 序 列 分 析 中 介绍 了 三 种 最 重要 的 线性 模型 , 非 线 性 模 
型 特别 是 门限 身 回归 以 及 非 平 稳 时 间 序 列 中 的 季节 模型 和 组 合 模 
型 . 
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最 小 二 要 参数 估计 主要 是 用 于 输入 输 由 形式 的 差分 模型 的 参 
数 估 计 上 ,对 于 线性 系统 的 模型 类 的 向 量 窍 狂 表达 式 为 了 一 了 9 十 e， 
其 正规 方程 组 为 了 Fg 一 FY, 参数 解 的 表 这 式 为 6= (prp) -1977- 
这 有 是 线性 静态 系统 和 动态 系统 参数 估计 上 的 共同 点 . 然而 线性 条 
态 系 统 的 模型 中 ,9 与 “不 相关 ,e 也 是 零 均 值 不 相关 系列 ,因此 最 
小 二 乘 参 数 估计 是 无 偏 的 和 一 致 的 . 线性 动态 系统 的 模型 中 ,9 
与 < 相关 ,一般 情 况 下 * 也 是 相关 序列 ,所 以 其 参数 舍 计 是 有 人 情 的 
(工程 上 人 允许 ) 有 非 一 致 的 ,需要 进一步 改进 . 改进 的 方法 有 :广义 
最 小 二 习 法 .辅助 变量 法 和 增 广 矩阵 法 ,以 及 将 一 般 最 小 二 生 法 与 
其 他 方法 相 结合 的 方法 -一 最 小 二 敢 两 步 法 和 随机 逼近 算法 ， 

在 非 线性 系统 中 ,模型 结构 的 建立 主要 通过 机 理 分 析 的 方法 ， 
而 通过 这 种 方法 所 得 到 的 模型 结构 相当 大 的 部 分 是 属于 稳 窟 非 线 、 
性 模型 ,因此 稳 态 非 线 性 模型 的 参数 估计 在 非 线 性 系统 的 产 识 中 
占 主要 地 位 ,而 其 参数 估计 问题 往往 又 归结 为 最 优化 方法 ,通常 采 
用 非 线 福 最 小 二 科 法 . 系统 的 非 线性 ,使 模型 极其 丰富 也 造成 奸 
模 的 困难 . 门限 自 回 归 模 型 是 具有 较 广泛 意义 的 一 种 非 线 性 模型 ， 
其 思想 方法 类 似 于 实 变 函数 中 的 勒 贝 阁 积 分 (Lebesgue). 

系统 辨识 中 目前 引 人 关 注 的 除非 线性 系统 辨识 外 ,还 有 神经 
网 络 用 于 系统 辨识 , 自 适应 建 模 等 等 . 所 谓 “* 自 适应 "是 模型 在 某 
种 程度 上 能 实时 地 根据 量 测 数据 (输入 ) 和 估计 结果 (输出 ) ,自行 
调整 模型 参数 ,并 随 着 效 据 的 陆续 到 来 ,通过 递 推算 法 自动 地 对 模 
型 加 以 修正 ,使 其 接近 某 种 最 住 值 ,即便 在 尚 不 完全 掌握 序列 特性 
的 情况 下 也 能 得 到 洪 意 的 模型 . 递 推 算法 主要 基于 维 纳 (Wiener) 
滤波 理论 的 方法 、 基于 卡尔 曼 (Kalman) 湾 波 理 论 的 方法 以 及 最 小 
二 乘 的 递 推算 法 . 

系统 的 可 辨识 性 在 数学 模型 中 占有 重要 地 位 ,尤其 在 闭环 系 
统 和 分 布 参数 系统 中 . 系统 办 识 是 属于 微分 方程 的 反问 题 范畴 ， 
所 谓 “ 反 问题 *, 指 的 是 常常 可 以 根据 事物 的 物理 .化 学 及 生物 变 
化 ,推导 出 该 物理 问题 满足 一 个 微分 方程 及 其 界面 条 忻 ;但 方程 中 
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的 某 些 系数 未 知 , 对 偏 微分 方程 而 言 ,还 可 能 对 场 存在 的 范围 或 者 
界面 条 件 未 知 ,需要 利用 场 的 某 些 信息 反 求 这 些 未 知 数 . 长 问题 
研究 的 主要 内 容 是 问题 的 适 定 狂 5 即 要 求 确定 合理 的 充分 条 件 ,使 
得 该 反问 题 在 条 件 根 制 的 范围 内 有 解 、 或 者 解 唯一 ,或 者 解 连续 依 
豆 于 其 测 数据 ) ,以 及 反问 题 的 数值 解法 . 


习 题 


1. 有 := 一 1 2,8 的 数据 序列 二 如 下 :77.0.6.8,7,3,7.5:8.3,3.8， 
”3.3,2.4.(1) 求 均值 ,C2) 求 tw 二 z 一 工 , (3) 用 态 RC1) 模 型 拟 合 ww,( 即 w= 
太 tw1 十 6) ;来 加 的 估计 和 值 ;CD 计 算 s0=12,-… ;87,05) 作 wi 对 zw-1 的 图 
形 , 并 在 同一 图 上 画 出 直线 翅 二 wi 65) 计算 (7) 作 s 对 61! 欧 图 形 ， 
《8) 作 志 对 芭 -; 的 图 形 ,(9) 计 算 s 和 561 的 相关 应 数 , 人 110) 计算 和 zw,-: 的 
图 形 . | 

2. 一 个 古典 的 时 间 序 列 模型 ,由 Beveridge 小 麦 价 格 指数 序列 , 它 是 沸 
动 平均 模 青 量 早 的 应 用 之 一 . 斑 old (1938) 证 明了 MA (C2) 模型 对 这 100 个 观 
塞 序列 大 运用 的 ,该 模型 可 写成 - 

二 0 96 1 二 0. 3e 
如 汪 应 用 ARMA(2,1) 对 序 殉 进 行 拟 合 , 斌 得 
T= 0 5857 1 一 个 1.ri-z 十 所 十 日. 36 所 -1 

西 个 横 列 中 有 一 个 错 了 吗 ? 各 有 染 有 ,大 晨 一 个 钳 了 ?如 竖 两 个 都 对 ,为 什么 ?说 
明 你 的 理由 . 如 果 有 人 认为 一 个 印 AR 模型 运用 于 这 组 数据 ,你 能 说 这 模型 
的 表达 式 应 该 是 什么 ? 

3- 时 间 序 列 如 下 : 

289 289 289 286 288 287 288 ?92 291 291 

292 296 297 301 304 304 303 307 299 296 

293 301 293 301 295 284 286 286 287 284 

282 278 281 278 277 279 278 270 268 272 

273 279 279 280 275 271 277 278 279 283 

计算 编 相 关 钞 数 auvazwras: 并 粒 验 很 设 amw 一 0 性 工 . 

4. 导出 MAGD) 横 型 z= 十 965-1( 一 1 之 8<1) 的 偏 相关 和 吾 达 式 aa 并 说 
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明 它 是 衷 减 的 
5, 设 由 三 个 xz 序列 观察 值 中 已 分 别 获得 以 下 结果 


《1 元 一 0.03, 只 一 3.34, 一 200 


1 2 3 4 吕 
Pr —0.800 0.670 一 小 518 0.390 一 小 310 
在下 一 六 800 0.085 0 12 一 六 046 一 0. 961 


(2 一 一 各 34,02=1., M4,N=200 
1 2 3 4 5 
bs 0.449 —0.056 一 0.023 0.028 0.013 
a 0.449 一 0.324 0.218 —0.118 0.07?7 
(3)z= —0. 05,.02=2. 32,N=200 
1 2 3 4 5 
pe 一 0919 0.337 一 0.083 0.075 一 0.088 


全 村 一 各 719 一 0.375 —0.048& 0.239 -0.173 


分 别 荔 出 ps 和 sw 的 印 形 ,并 对 各 自 的 模型 作出 估计 . 
6,， 有 一 年 数据 用 AR (5) 模 型 拆 合 得 | 
(1+0. 66+0.068:— 0.066B 0. 0726B*—0. 08B°)r, =, 
令 窝 用 ARM312,1? 模 型 作 最 小 二 乘 氢 合 , 求 clear 党 的 初始 估计 值 (提示 


采用 道 函 数 法 ). 
7. 某 条 河流 的 一 个 水 文 站 从 1915 年 到 1973 年 记录 的 每 年 最 大 径流 量 


如 下 ( 共 59 个 数据 )- 
4 1 2 3 4 5 


T15600 S9500 10400 10600 10800 9880 S850 10900 Bai0 O96 


x 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20 


12200 7510 B8640 6380 6810 B820 14400 7440 7240 6€830 
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Tr 


t 21 了 2 2 24 25 26 27 28 29 30 


x 11000 ?340 92é0 5290 9130 7480 6980 9650 ?260 8750 


f 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 


EN 9900 9310 9040 7310 8850 ?840 10700 6190 9610 ‘7580 


上 41 42 43 生生 45 4 47 48 49 $0 


I: 9990 150 S250 030 S08B0 56180 S630 94906 2340 1100 


和 51 5 $3 5 各 G5 5 37 5 和 59 


五 6090 10900 6480 12600 6640 7 了 7430 6760 10000 9300 


《1) 求 样本 自 样 关 函 教 :2) 求 篇 相关 函数 ! (3 确定 模型 类 理 . 阶 数 、 估 计 
参数 14 利用 .1871 年 与 1972 年 径流 量 计算 1973 年 径流 量 的 预报 值 ， 并 与 


真实 值 比较 ， 计算 王 报 误 盖 人 一 1 
8. 试 对 下 述 测量 人 建立 数学 模型 ,并 用 图 未 方法 比较 数据 晶 线 和 预 报 


结果 (一 步 预 报 )- 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


Xr 1.881 2.775 3.792 4.160 3.644 4.103 4.034 3.219 1. 205 0. 5087 


上 11 ‘12 13 14 15 16 17 18 lg 20 
Fr 0 56 —2.162 —1.10%8 —1i.456 1. 203 


一 1. 534 —0. 8087 —1. 560 一 路 193 1- 615 


: 21 2 23 对 5 中 7 9 0 
:2654 1. 153 0. 7413 0. 9099 0. 3442 


1 724 0. 299¢ 1. 723 1.158 一 站 6364 


34 32 33 34 35 36 37 38 39 0 
zr “0. 2362 D. 6017 3. 202 二- 046 2. 314 


—0. B50D 1. 520 4- 557 3.339 1. 389 
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上 1 42 和 3 4 45 46 47 48 4 S50 
I: 11. 92 和 4 1- 125 3.186 3. 576 —1. 408 


1.579 1. 727 3 和 6 站 二 —0. 7390 — 0. 7285 


日 51 52 53 5 55 56 57 
Tr 六 3135 2, 687 5. 二 2 人 9 


1.286 . 4. 洲 0 i 
9. 利用 $7.3 中 叙述 的 方法 .对 例 8-2 局 部 脑 血 流量 问题 进行 讨论 ， 
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第 三 部 分 “仿真 与 其 他 方法 


第 九 章 ”计算 机 仿真 


仿真 (也 称 为 模拟 ?就 是 在 计算 机 上 模仿 各 种 实际 系统 的 运行 
过 程 ,在 整个 运行 时 间 内 ,对 系统 状态 的 变化 进行 观察 和 统计 ,从 
而 得 到 对 系统 基本 性 能 的 估计 或 认识 . 仿真 方法 实质 上 是 统计 估 - 
计 方 法 ,等 效 于 抽样 试验 - 对 更 接 返 于 真实 的 复杂 系统 ,常常 用 仿 
真 技 术 来 研究 其 行为 ,而 这 些 系统 一 般 不 太 可 能 得 到 解析 解 . 

仿真 通常 用 于 以 下 两 种 情况 : 

1" 当 系统 中 存在 众多 随机 估 案 ,难以 构造 经 典 的 数学 模型 和 
用 解析 法 求解 时 ,可 以 利用 系统 仿真 面向 问题 和 面向 过 程 的 特点 ， 
建立 仿真 模型 ,并 通过 仿真 运行 得 到 系统 的 动态 特性 . 

2° 对 于 多 数 复杂 系统 ,贵重 系统 或 未 来 系统 等 ,由 于 运行 次 用 
过 高 或 无 法 作 实际 运行 ,也 可 借助 系统 仿真 ,在 没有 实际 过 程 介 入 
的 情况 下 ,通过 仿真 模型 对 系统 移行 为 进行 仿真 ,以 得 到 评价 系统 
所 需要 的 各 种 参数 . 

为 了 模拟 实际 系统 的 行为 过 程 , 必须 构造 出 能 够 反映 实际 系 
统 中 基本 要 素 和 各 要 素 之 间 规 律 的 本 质 关系 的 仿真 模型. 模型 中 
的 状态 变 基 应 能 表示 系统 的 基本 特性 . 例如 排队 系统 中 最 基本 的 
要 素 蚌 顾客 和 服务 机 构 , 它 们 是 由 有 一 定 梳 率 分 布 的 到 达 过 程 和 
服务 过 程 联 系 起 来 的 ,并 且 可 以 用 系统 中 和 队列 中 的 平均 顾客 数 、 
顾客 在 系统 中 和 队列 中 的 平均 等 待 时 间 来 表示 系统 的 性 能 ,从 而 
可 以 构造 成 最 典型 的 离散 .动态 .随机 的 仿真 模型 . 

根据 系统 的 特点 ,仿真 主要 分 为 离散 系统 仿真 和 连续 系统 仿 
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真 . 离散 系统 仿真 中 常 以 一 个 或 一 组 状态 变量 来 表示 系统 的 状 
态 , 随 著 时 间 的 推进 和 随机 事件 的 出 现 , 这 些 变 量 离 敬 地 发 生 著 变 
化 . 因此 离散 系统 的 仿真 模型 通常 表现 为 变量 在 不 同 变化 阶段 的 
行为 规则 . 鲍 如 , 某 生 产 线 上 ,零件 按 泊 松 分 布 到 达 ,工序 1 和 工序 
I 的 加 工时 间 分 别 为 正 态 分布 和 8 分 布 的 随机 变量 ,现在 要 了 解 
零件 入 库 的 分 布 特征 . 在 这 个 面向 过 程 的 仿 址 中 , 霍 件 是 流动 实 
体 ,以 一 定 概 率 分 布 输入 系统 ,形成 流动 实体 流 , 而 当 实 体 流 经 过 
系统 内 部 各 个 环节 (固定 实体 ) ,如 工序 1 和 工序 1 时 ,将 产生 一 系 
列 事件 ,记录 下 事件 发 生 的 时 废 . 事 件 发 生 后 状态 变量 的 变化 博 
议 : 并 对 流动 实体 的 数量 ,延迟 时 间 以 及 系统 性 能 参数 进行 统计 . 
在 仿真 过 程 结束 时 能 够 提供 系统 的 基本 参 歼 (如 服务 强度 ,零件 平 
均 到 达 时 间 等 的 数学 期 望 ,方差 ,最 大 值 ,最 小 值 和 概率 分 布 曲线 
等 . 

对 连续 系统 仿真 ,首先 要 建立 描述 连续 系统 的 数学 模型 . 一 个 
连续 系统 的 模型 通常 用 铀 分 方程 ,状态 方程 ,传递 阔 数 以 及 系统 的 
结构 图 等 形式 表示 , 为 了 将 上 述 数 学 模型 进行 数字 仿真 ,需要 将 它 
化 成 便于 在 计算 机 上 执行 运算 的 离散 形式 的 模型 ,如 差分 方程 . 离 
孝 时 间 状 态 方 程 .离散 框图 等 . 通过 数值 计算 ,可 将 整个 系统 的 动 
态 特 性 以 及 系统 中 一 些 参 数 变化 对 系统 的 动态 特性 的 影响 ,计算 
出 来 . 例如 在 第 六 章 里 河流 中 污染 物 扩 获 的 问题 ,就 是 分 布 参数 系 
统 的 仿真 的 例子 ， 

这 里 着 重 讨论 离散 系统 仿真 . 随机 型 离散 系统 仿真 的 关键 在 
. 于 产生 所 需要 的 的 随机 数 - 


$ 9. 1 伪 随 机 数 发 生 器 


苦 宙 数 是 从 一 定 概率 分 布 总 体 中 进行 随机 抽样 时 随机 变 莉 所 
取 的 数值 . 随机 数 发 生 妖 则 是 在 计算 机 上 产生 规定 分 布 随机 数 流 
的 方法 或 过 程 . 
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要 产生 一 定 分 布 的 随机 数 ,通常 先 要 产生 均匀 分 布 的 随机 数 ， 
然后 才能 从 所 需要 分 布 的 概率 黎 度 函数 或 聚积 分 布 函数 中 产生 出 
相 立 的 随机 数 . 因此 ,均匀 分 布 的 随机 数 是 产生 其 他 分 布 隧 机 数 的 
基础 . 


一 、 雯 随机 数 发 生 器 


在 随机 数 发 生 器 中 ,经 常用 到 的 是 标准 均 与 分 布 的 随机 数 , 记 
为 U0,1). 从 理论 上 说 ,利用 算法 过 性 产生 的 “ 随 灿 数 ", 并 不具 有 
真正 的 随机 性 ,因此 ,人 们 将 这 类 由 算法 过 程 产生 的 随机 教 称 为 
“ 均 随 酌 数 ”. 然而 ,如 果 仔 细 地 设计 发 生 器 的 算法 和 合理 地 选择 参 
数 , 是 可 以 产生 出 一 系列 很 接近 UC0,1) 分 布 的 糊 机 数 , 满 足 工程 
和 管理 上 的 实际 要 求 的 . 

产生 伪 随 机 数 的 方法 很 多 .下面 仅 介绍 三 种 ， 

1 中 奸 平 广 法 | 

首先 选择 一 个 PP 位 整数 作为 “种 子 数 ” 或 称 初 值 . 将 种 子 值 平 
方 后 , 取 其 中 间 了 位 数值 作为 下 一 个 种 子 值 ,并 对 此 数 进 行规 格 
化 姓 理 , 司 之 成 为 了 位 有 效 数字 有 生 小 于 1 的 实数 值 , 作 瓷 产生 出 
来 的 第 一 个 的 随机 数 . 依 此 类 推 可 以 得 到 一 系列 随机 数 ,形成 随机 
数 流 . . 

例如 , 取 了 二 2,z, 二 76( 种 子 数 ) 
则 xz 一 762 一 5776， =77， 二 .77 

1 一 772 一 5929， 2 一 92， 如 一 0 92 


2. 中 值 乘 积 法 
先 取 任意 两 个 pp 位 整 型 衣 数 ,其 中 一 个 作为 种 子 数 , 男 一 个 
作为 乘 数 . 将 种 子 数 与 习 数 相 习 , 得 到 小 于 或 等 干 2p 位 的 整 奇 
数 , 取 其 中 间 p 位 数 进行 规 档 化 处 理 作 为 所 产生 的 伪 随 机 数 ,再 
取 其 最 右 端 p 位 数 作为 下 一 先 数 ,再 与 种 子 数 相 生 可 以 得 到 第 二 
个 2p 位 整 奇数 . 依 此 类 推 可 得 到 相应 的 随机 数 流 , 它 可 以 较 好 渴 
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产生 符合 均匀 分 布 的 随机 数 . 
例如 , 取 户 一 4, 种 子 数 一 5167 ,第 一 个 蒋 数 一 3729 
于 9 


. 产生 的 随机 数 


3. 线性 同 祭 法 

目前 在 离散 系统 仿真 中 应 用 最 广泛 的 是 线性 同 余 法 ,其 算法 
过 程 如 下 . . 

令 Zoo 为 种 子 数 ,Zi 为 第 i 个 中 间 值 ,a 为 常数 ,c 为 增 量 (党 
数 ) ,me 为 模 ( 取 充分 大 的 整数 值 ). 。 

设 也 = 一 (az ,十 c)modm ,其 合意 是 将 (az 二 ce) 除 以 如 并 
取 其 余数 作为 2; ,或 


Z= (a2 to to | ns 


nm 


其 中 [ ”表示 取 较 小 的 整数 ,显然 有 
OZ 1 


令 z 一 经 , 则 ww 在 (0 一 于 一 ) 之 间 变 化 . 当 sm 充分 大 时 , 则 mw 可 认 
为 在 (0,1) 之 间 了 到 什 . 
例如 , 取 关 天 16,a 一 5sc 一 3,Zo 一 ?7 
即 乙 一 (5Z 十 3) mod 16 
草 有 
i=0 2Z,=7 
i—] Z1=6 8 一 必 375 
i=2 Zs=1 一 063 
i 二 3 Zi—=8 一 总 .600 
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二 ,产生 规定 分 布 的 随机 变量 ， 


仿真 过 程 中 需要 用 到 各 种 不 同类 型 的 概率 分 布 ,因而 需要 有 
各 种 概率 分 布 的 随机 数 发 生 器 . 一 般 仿 真 语言 中 均 提 供 了 负 指 数 
分 布 .均匀 分 布 , 正 态 分 布 , 对 数 正 态 分 布 . 爱 尔 朗 分 布 .8 分 布 .XY 
分 布 .三 角 分 布 . 韦 伯 尔 分 布 .二 项 分 布 . 泊 松 分 布 等 殖 机 数 发 生 
器 ,供用 户 调 用 . 

对 于 尾 意 分 布 的 随机 变量 瑟 , 令 Fz) 为 其 累积 分 布 函 数 . 设 
y 二 Ft2), 则 Y 也 是 一 个 随机 变量 , 且 GCy) 为 了 的 时 积分 布 函 教 ， 
Y 在 [0;1] 内 取 值 , 则 9 

Gy}=P{YEy) ~—P{F(r) Ey} 
—PIXEF lI(y))=y 

因此 ,随机 变 基 Y 的 槛 率 密度 函数 g(y) 为 


按 定义 有 
Oy=F(r)El 
即 了 是 (0,1) 区 间 内 的 均匀 分 布 随机 变量 . 
以 上 分 析 表 上 明 , 若 下 (x) 是 任意 分 布 的 随机 变量 区 的 肾 积 分 
布 函数 , 则 y 二 F(X》 所 对 应 的 随机 变量 了 是 (0,1) 区 间 内 均匀 分 
布 的 随机 变量 ,并 与 互 的 分 布 无 关 ， 
以 上 结论 基 用 道 变法 产生 规定 分 布 随机 变量 的 依据 ， 
1. 逆 变 法 
道 变法 的 特点 是 利用 任意 随机 变量 的 累积 分 布 函数 服从 均 名 
分 布 这 一 性 质 , 先 由 伪 随 机 数 发 生 器 产生 一 组 独立 的 UU(0,1) 随 机 
数 吉 ; 令 下 (zy)= 二 wi; 则 每 一 个 w 对 应 于 一 个 zy 即 到 一 RE Ce ,页 
Zz; 就 是 f(r) 的 一 个 随机 数 . 
例如 负 指 数 分 布 的 概率 密度 函数 为 
FT) 一 让 0) 
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则 F(z)=| je dtl1—e* 

设 吉 为 U00,1) 随 机 数 , 司 w= 二 Fiz) 二 1 一 e 习 ,由 于 wi 和 (1 一 u.) 
具有 相同 的 吕 (0,1) 分 布 特性 ,可 以 令 w==e 二 ,或 nu 一 一 Mrriz 
= 一式 lax,, 则 z; 就 是 所 求 负 指数 分 布 的 随机 数 . 

由 于 道 变法 必须 将 所 求 随机 变量 的 累积 分 布 函数 写成 道 画 数 
”形式 ,这 对 于 多 数 概率 分 布 如 正 态 分 布 ,r 分 布 等 仍 是 十 分 困难 
的 ,因此 还 需要 其 他 可 行 的 方法 . 

2. 凑 积 法 

有 些 常 用 的 概率 分 布 ,其 随机 变量 可 以 表示 为 若干 其 他 分 布 
随机 变节 之 和 ,而 这 些 随机 变量 都 是 相互 独立 的 、 同 分 布 的 ,并 能 
较 方 便 地 产生 随机 数 , 这 时 可 采用 卷 积 法 . 设 天 为 某 一 分 布 的 随 
机 变量 ,YY:,… ,7 为 下 个 独立 、 同 分 布 的 随和 宙 变 量 , 若 了 ,十 7， 
寺 … 十 yx 所 构成 的 随机 变量 的 分 布 就 是 随机 变量 区 的 分 布 , 则 并 
的 分 布 称 为 Y; 的 次 卷 积 . 

设 了 1 与 委 了 一 已 17 十 了 一 十 7 了 DZ) 一 下 (rz) 为 三 的 暴 
积分 布 话 数 ,Gty) 为 的 累积 分 布 湄 数 ; 则 卷 积 法 的 算法 过 程 为 ，; 

1° 用 累积 分 布 函 数 GO) 分别 对 Y, Ye “Ys 各 产生 一 个 随 
机 数 . 

2 这 二 了 了 十 也 十 … 十 了 ;就 是 所 求 概率 分 布 的 随 视 数 . 

例如 爱 尔 其 分布 的 概率 密度 函数 为 


f= mre 站 11] 为 整数 . 


这 相当 于 个 参数 为 XR 的 负 指 数 分 布 随机 变量 之 和 构成 的 概率 
分 布 ， 
令 Y; 为 参数 为 Ep 的 仙 指 数 分 布 随 机 变量 ， 先 用 北 变 法 求 得 


echo, 其 中 必 为 U (0, 1 分 布 的 随机 数 ， 和 
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尔 朗 分 布 的 随机 变量 . 

3. 取舍 法 

以 上 所 述 各 种 产生 规定 概率 分 布 随 视 数 的 方法 都 与 分 布 特征 
直接 有 关 - 因 此 称 为 直接 法 , 取 会 法 则 不 然 , 它 不 是 直接 从 累积 分 
布 函数 或 随机 变量 的 组 成 中 产生 随机 数 ,而 是 蒙特 卡 罗 仿真 的 一 
种 随机 抽样 方法 . 

设 ftx) 为 要 求 产 生 随 机 数 的 概率 密度 观 数 ,选取 i (xz) 守 
Ar) rE La bj], | 
因 c=| zcodz>j| reodz=1 


定义 rr) 


由 | [reeydz= 去 zjdz=1 
即 r(z)? 为 概率 密度 函数 . 
取舍 法 产生 随机 救 的 算法 过 程 为 
1 从 密度 函数 r6z) 中 产生 一 个 随机 数 y 
2 从 UC0,1) 分 布 中 产生 随机 数 


3 判断 : 若 < 帮办 , 则 “ 取 ”, 置 z=y, 返 回 . 


车 “> 信 兴 , 则 “会 "返回 1°. 
按 此 算法 即 可 得 到 规定 分 布 A(x) 的 随机 数 . 
例如 ,在 (0,1) 区 闻 内 的 记分 布 ,其 概率 密度 活 数 为 
60z(1 CI,0<rEl 
0， 其 他 
求 得 rz) 的 最 大 值 ;,max fr)= 了 (0,6) 二 2. 0736. 
2.0736,0 扩 XxX 所 1 
定义 cr 一 | 


.10， 其 他 
sx) _ 2.0736 


击 | rr) = 
: C [cedz 


| 


一 ] 


290 


因此 ,rz) 是 [0,1] 的 均匀 分 布 . 按 取 作法 ,可 得 8 分 布 的 随机 数 . 


$ 9.2 仿真 输出 数据 的 分 析 


对 仿真 的 输出 数据 进行 统计 和 分析 是 为 了 估计 系统 的 性 能 或 比 
较 两 个 或 多 个 系统 方案 的 性 能 ,在 离散 系统 仿真 中 ,根据 不 则 性 质 
的 间 题 或 仿真 实验 的 自 的 ,可 将 仿真 过 程 分 为 两 类 ， 

终 态 仿真 一 每 次 仿真 运行 的 终止 条 件 为 :规定 的 仿真 时 间 
或 规定 的 事件 发 生 . 其 特点 是 必须 规定 初始 条 件 , 同 时 必须 定义 终 
止 时 间或 终止 事件 

稳 态 仿真 一 一 仿真 运行 持续 足 静 长 的 时 间 , 这 时 系统 的 性 能 
与 仿真 的 初始 条 件 已 无 关 , 并 达到 系统 平稳 状态 的 性 能 和 平稳 分 
布 . . 

对 于 不 同类 型 的 仿真 ,其 输出 数据 的 分 析 具 有 不 同 的 特点 . 


一 ,性 能 测度 及 其 估计 


设 系 统 的 真实 参数 所 对 应 的 随机 变量 的 数学 期 望 为 EE[Y]， 
仿真 的 输出 形式 为 {Y,,…,Y.} 或 {Y (e) ,0 人 了 T) ,它们 都 是 系统 
的 戎 机 样本 . 性 能 估计 就 是 根据 随机 样本 的 数据 来 估计 与 真实 参 
数 的 差别 和 代表 程度 . 性 能 估计 可 分 为 点 估计 和 区 间 估 计 两 个 方 
面 . 

1. 点 估计 

通过 样本 数据 所 得 到 的 样本 均值 与 方差 来 估计 真实 参数 的 期 
点 与 方差. 

设 仿真 试 验 的 样本 为 { 77) 或 人 (2 ,0 所 ! 记 TT), 则 
定义 | 

-2 或 7.= 二 | Yd 
车 EEF? 了 ]=EL[Y] 或 EL 了] 一 ELY.], 则 称 了 各 为 
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互 LY] 或 互 [7 的 无 偏 估计 . 


定义 5 一 二 之 CC 一 7)5 则 S* 是 V[Y] 的 无 偏 估 计 . 

2. 区 辣 估 计 

根据 样本 数据 对 系统 性 能 的 期 望 E[Y J] 或 方差 V[Y j 所 在 区 
间 的 估计 . | 

令 V[Y 了 ] 为 点 估计 了 的 真实 方差 ,s 为 对 VLY] 的 点 估计 , 则 定 
时 


其 中 六 ,7 7, 是 用 
独立 随机 数 流 产生 的 做 
真 输出 响应 , 症 以 认为 
是 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 . 可 以 证 明 + 是 一 个 
自由 度 为 n 一 1 的 :分 
布 令 也 .Ci 为 其 密度 函 
数 . 若 取 14 值 使 得 图 9-1 自由 度 为 za 一 1 的: 分布 
PH{ 一 MSe<4 一 | Gd 一 1 一 


则 Pt 一 PS 一 信 一 了 
令 处 一 zerzia -1 


即 | 了 一 五 [7] |<ewea-! 玫 二 的 概率 为 1 一 a; 其 中 « 称 为 显著 水 平 ， 


1 一 a 称 为 置信 度 . 
因此 EEC[Y] 的 100(1 一 a % 的 登 信 区 向 为 


tar-1 ) =]—& 
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冯 一 | EY] ttn. 冯 
式 中 xu 可 直接 由 上 分 布 函数 表 查 得 . 
二 、 终 态 仿真 的 输出 分 析 


设 在 (0,Ts) 中 对 系统 作 疼 态 仿真 ,nx 次 观测 的 结果 为 了 1,Y;， 
…,Y. 由 于 在 一 次 终 神 仿真 运行 中 ,部 是 用 同一 随机 数 流 进行 仿 
真 ,并 且 每 次 观测 的 结果 都 是 下 一 次 运行 的 初始 条 件 , 从 而 使 观测 
结果 形成 自 相 关 的 数列 , 为 了 保证 仿真 输出 的 独立 性 ;可 以 采用 独 
立 随 机 流 作 独立 重复 的 仿真 运行 . 其 中 重复 的 意义 是 指 具 有 相同 
的 初始 条 件 . 

如 果 令 7 为 第 > 次 重复 运行 中 第 ; 次 观测 结果 , 则 对 于 同一 
个 天? 于 -了 ,是 自 相关 序列 ,而 对 于 了 ,各 Yrf 关 5; 则 它们 
之 间 是 相互 独立 的 . 车 定义 每 次 寻 复 运行 的 均值 为 了 ., 则 

y= 5 至 

车 共 进 行 X 次 重复 运行 , 则 了 ,, 了 ,,…,Y, 是 独立 、 同 分 布 的 随 

机 序列 . 总 的 点 估计 为 


7= 计 227, 

其 方差 点 估计 为 

1 i : 

VIYI= RRR-D OY) 
故 对 于 ECY] 的 100(1 一 a)% 置 信 区 间 为 


SS 
YF— te/z, R— EEELY HY tee 1 


三 , 稳 态 仿真 的 输出 分 析 


为 了 估计 系统 达到 平稳 状态 时 的 性 能 ,可 以 通过 长 时 间 的 仿 
真 运行 ， 并 产生 观测 值 {17, ，Y2，*…} ,但 是 它们 是 自 相关 的 随机 序 
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列 . 从 理论 上 说 ,系统 的 稳 态 测度 ELY] 应 
E[7] 一 Hm 二 Dy, 


即 系统 的 全 部 仿 磋 运行 ,其 样本 均值 应 收敛 于 ELY1 但 是 从 经 济 
上 考虑 进行 长 时 间 的 售 实 是 花费 很 大 的 . 因此 仍 应 采用 重复 仿真 
运行 的 方法 . 

在 作 重复 仿真 运行 时 ,如 果 运 行 长 度 不 驶 ,初始 条 件 可 能 在 数 
据 分 析 中 进 成 较 大 的 偏差 , 为 了 得 到 稳 态 的 售 真 响应 ,可 从 两 个 方 
面 来 消除 初始 偏差, 第 一 ;从 实际 模型 的 工作 状态 出 发 ,将 仿真 的 
初始 条 件 尽 可 能 置 于 典型 的 系统 状态 ,以 消除 或 威 轮 初始 俏 差 . 第 
二 ,将 仿真 运行 分 成 初始 阶段 和 数据 采集 阶段 ,如 图 9-2 所 示 


规定 的 初始 条 件 稳定 的 初始 亲 尾 


[4 To To+TH 


初始 阶段 Ts 中 采 业 发 据 阶段 
图 9-2 稳 态 仿真 的 时 间 分 恬 


系统 在 Tv 时 的 状态 具有 一 定 的 稳 态 代表 性 ,而 Ta 的 时 间 应 
足够 长 ,以 便 能 充分 精确 地 估计 稳 态 性 能 . 

对 于 第 >- 次 重复 运行 ,其 均值 为 

Ym) DY 

即 每 次 运行 都 删 去 初始 4 个 仿真 数据 ,以 消除 初始 条 件 的 影响 ， 
同时 ,由 于 每 次 重复 运行 均 用 不 同 的 随机 数 流 ,并 在 T=0 时 置 相 
高 的 初始 条 件 , 则 04d, 了 tn yd ,了 a(n,d) 是 独立 , 同 分 布 
的 区 机 样本 . 

总 的 点 估计 为 


Yd 一直 7 Cn,d) 
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是 豆 LYJ 的 近 介 无 候 点 估计 ， 
类 似 地 可 以 得 到 EL 了] 的 100(Ct 一 o) 站 置信 区 间 , 但 其 中 


上 
$= DY, nd) Yn,d) 
r=l 


.取得 规定 精度 的 置信 区 间 


根据 一 定 重 复 仿 真 运 行 次 数 R, 可 以 得 到 100(1 一 x) 的 置 
信 区 间 , 若 妆 求 置 信 闫 一 定 , 则 置信 区 间 往 往 不 能 达到 所 要 求 的 精 
度 , 如 果 重 复 仿真 次 数 过 少 , 如 置信 区 间 将 变 宽 , 如 果 重 复 仿真 次 
数 过 多 , 则 将 造成 不 必要 的 计算 费用 增加 . 因此 ,取得 规定 精度 的 
置信 区 间 是 十 分 必要 的 . 
定义 置信 区 间 的 半 长 为 该 置信 区 间 的 绝对 精度 ,而 置信 区 间 
与 点 佑 计 了 的 比值 为 置信 区 间 的 相对 精度 . 
设 规定 的 绝对 精度 为 5, 于 是 要 求 点 估计 了 与 ELY] 之 闻 的 差 
别 不 超过 规定 精度 的 概率 至 少 为 1 一 a, 即 . 
P{|YF—ElY]|<e}1l—a 
若 相对 精度 为 ~, 则 、 
"| 


设 先 对 系统 作 Ro 这 2 次 重复 仿真 运行 ; 则 R 次 仿真 运行 的 观 
测 结 果 可 得 到 对 总 体 方差 的 点 估计 S53, 由 计算 置信 区 河 的 公式 
知 , 应 使 初始 仿真 R, 次 运行 的 置信 区 间 半 长 小 于 或 等 于 规定 的 精 
度 , 即 
ts/ Rl So 
VR 
由 下列 不 等 式 可 解 出 满足 精度 要 求 的 最 少 重 复 运 行 次 数 
RS (tr S07/ EY 
显然 RR>R ,只 要 对 系统 再 作 RR 一 RR, 次 重复 仿真 运行 ,所 得 到 的 
置信 区 间 半 长 必 将 满足 规定 精度 < 的 要 求 . 以 上 过 程 用 相对 精度 
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计算 也 可 得 到 相同 的 结果 . 

但 是 ,上 述 结 果 是 假设 样本 方差 的 点 售 计 5。 不 随 的 增 大 
而 变化 得 到 的 ,实际 上 样本 方差 的 点 估计 随 R 的 增 大 而 减 小 ,大 
此 还 需 作 精度 的 收 正 . 

另 一 种 保证 精度 的 方法 是 在 初始 重复 仿真 次 数 R。 的 基础 上 ， 
每 增加 一 次 仿真 运行 就 进行 一 次 精度 验算 ,直到 满足 精度 要 求 时 
仿真 结束 . 这 种 序 贯 送 代 方法 可 耻 入 离散 系统 仿真 软件 中 ,作为 售 
下 仿真 的 条 件 . 

仿真 朗 是 利用 模型 来 模仿 真实 系统 ,当然 两 者 不 可 能 完全 等 
辣 ,因此 在 仿真 工作 中 需要 确定 所 建 模型 是 否 能 有 效 地 模仿 真实 
系统 . 人 们 在 仿真 中 并 不 说 模型 绝对 有 效 或 无 效 , 而 是 说 模型 与 相 
应 真实 系统 一 致 程度 ( 称 为 仿真 信 度 ) 的 高 或 低 . 

确定 仿真 信 度 的 常用 方法 是 分 别 根据 真实 系统 的 观测 数据 和 
相应 模型 的 输出 数据 ,计算 一 个 或 几 个 相应 统计 董 , 然 后 用 所 得 到 
的 模型 统计 量 与 真实 系统 的 统计 量 对比 , 为 某 些 仿真 研究 提供 横 
型 是 否 适 用 的 有 价值 的 信息 . 另 一 种 方法 是 利用 数理 统计 方法 对 
来 自 系 统 的 zm 个 独立 数据 集合 和 来 自 模型 的 = 个 独立 数据 集合 ， 
进行 假设 检验 和 置信 区 间 的 构造 ,这 一 方法 更 为 可 车， 

应 用 仿真 方法 的 主要 缺点 是 它 只 能 得 到 系统 的 特 解 ,而 不 是 
通 解 . 每 运行 一 次 ,只 能 得 到 一 个 在 特殊 设 定 条件 下 的 解 . 为 了 找 
到 所 有 条 件 下 的 解答 ,就 得 在 不 同 条 件 下 ,重复 进行 仿真 ,特别 是 
需要 求 得 更 一 问题 的 极 值 时 ,需要 经 过 多 次 仿真 运算 ,而 且 很 难 确 
定 是 局 部 还 是 总 体 极 值 . 尽管 仿真 方法 有 其 缺点 ,但 由 于 应 用 解析 
方法 求解 问题 的 范围 毕竟 有 限 ,而 仿真 方法 通过 建立 系统 的 合理 
的 模型 ,配合 相应 有 效 的 计算 手段 ,就 能 以 一 种 经 济 的 方式 进行 各 
种 试验 ,在 某 些 特性 上 “再现 "真实 系统 ,所 以 越 来 越 受 到 人 们 的 重 


839.3 实 例 


下 面 两 个 例子 取 自 于 美国 大 学 生 数 学 模型 出 赛 的 试题 . 例 9- 
1 是 1989 年 B 题 ,解答 取材 于 Harvey Mudd 学 院 队 的 论文 , 例 9- 
2 是 1992 年 B 题 ,解答 取材 于 Washington University 办 的 论文 . 

例 9 1 机 场 通常 都 是 用 “ 先 来 后 到 "的 原则 来 分 配 飞 机 跑 
道 , 即 当 飞 机 准备 好 离开 登 机 口 时 ,驾驶 员 电 告 地 面 控 制 中 心 ,加 
入 等候 跑 道 的 队伍 . 

假设 控制 墙 可 以 从 快速 联 要 数据库 中 得 到 每 架 飞机 的 如 下 信 
息 : . 

1 预定 离开 登 机 口 的 时 间 ; 

2° 实际 离开 登 机 口 的 上 时间; 

3" 机 上 冬 客 人数; 

4" 预定 在 下 一 站 转机 的 人 数 和 转 板 的 时 间 ; 

5” 到 达 下 一 站 的 预定 时 间 ，- 

又 设 共有 ?了 种 飞机 ;, 载 客 量 从 100 人 起 以 50 人 递增 , 载 容 景 
多 的 一 种 是 400 人 . 

试 开 发 和 分 析 一 种 能 使 乘客 和 航空 公司 双方 满意 的 教学 模 
型 . 


问题 分 析 : 问 题 考虑 到 机 场 和 夷 客 的 满意 ,是 一 个 多 目 标 优化 
问题 ,5 在 折 换 成 费用 时 ,可 转 为 ) 可 如 性 条 件 下 的 单 目 标 .飞机 是 
否 起 飞 可 归结 为 0-1 规划 问题 - 

1. 模型 假设 

1 机 场 仅 有 一 条 跑道 供 飞机 起 飞 , 任 何 飞 机 起 飞 占用 跑道 的 
了 时间 都 相同 . 设 这 个 时 间 为 4, 于 是 时 间 被 离散 化 为 间隔 为 4 的 窗 
可 ， 

2 第 7 架 飞 机 在 第 ;窗口 起 飞 的 费用 与 已 经 起 飞 的 飞机 无 
关 , 这 一 假定 使 得 给 定 的 一 串 飞机 起 飞 的 总 费用 是 线性 请 数 . 
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“ 3° 对 于 每 架 飞 机 ,存在 它 可 以 延迟 起 飞 的 最 晚 时 间 r. 若 起 飞 
时 间 不 迟 于 ,飞机 加 速 飞行 仍 可 按时 到 达 下 一 亲 ; 着 起 飞 时 间 壕 
于 zz，* 则 飞机 要 以 最 高 速度 飞行 ,而 且 即 使 这 样 ,所 有 要 在 下 一 站 
转机 的 雏 客 也 要 误 机 (无 法 转 丧 预 订 的 飞机 ). 

4 所 有 要 转机 需 客 的 误 枯 损失 费 相 辐 . 

2. 模型 的 分 析 与 设计 

假定 :=0 时 有 nn 架 飞机 请 求 起 飞 ,机 场 控制 塔 要 设计 一 个 起 
飞 次 序 , 即 为 每 架 飞 机 安排 一 个 窗口 ,使 得 按照 这 个 次 序 起 飞 时 总 
费用 最 小 总 费用 包括 两 部 分 ,一 是 当 飞 机 化 预定 时 间 延 迟 起 飞 时 
航空 公司 需 付 的 附加 费 ,二 是 飞 杭 退 飞 引起 各 寄 不 满意 而 折合 的 
损失 费 . 

记 c 是 第 : 架 飞 机 被 安排 在 第 7 窗口 起 飞 时 ,这 架 飞 机 承担 
的 上 述 两 部 分 费用 . 定义 

11 若 第 i 架 飞 机 安排 在 第 j 窗口 起 飞 


Wo 否则 | 
显然 ,对 于 任 一 个 起 飞 次 序 , 总 费用 为 
cD Doz, (1) 
为 保证 对 于 每 架 飞机 有 和 且 仅 有 一 个 窗口 ,约束 条 件 是 
Di (2) 


Sami=1, 2 ‘32 


据 假定 6 与 无 美 ,c 是 x6 的 线性 函数 . 于 是 寻求 最 优 起 飞 次 序 
归结 为 :确定 zi 一 1 2 ;使 在 菜 件 (2),(3) 下 目标 印 数 (1) 
达到 最 小 . 

这 是 一 个 0-1 规划 问题 ,在 4 不 太 大 的 情况 下 现成 的 算法 和 
软件 包 可 殿 实 际 应 用 . 这 样 , 建 模 的 关键 在 二 确定 cu。 

对 于 第 i 架 飞 机 , 记 预 定 起 飞 时 间 为 吉 , 吉 之 0 表示 请 求 起 飞 时 
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间 人 一 0) 早 于 预定 起 飞 时 间 , 才 <0 则 表示 请 求 起 飞 时 间 晚 于 预定 
时 间 . 车 安排 它 在 第 了 窗口 起 飞 ,这 个 起 飞 时 间 记 作 二 ,显然 上 一 (7 
一 1)4. 按照 假设 63), 记 可 以 延迟 起 飞 的 最 晚 时 间 为 二, 它 预定 到 
达 下 一 站 的 时 间 为 此 ,飞行 距离 为 2 ,飞行 的 正常 速度 和 最 大 速度 
分 别 为 v 和 蕊 ,根据 + 的 意义 应 有 
d= 

于 是 可 由 已 知 数据 点 ,ti ,vi ,vi 确定 ; 

cp 


记 第 架 飞 机 上 的 乘客 数 为 p', 在 下 一 站 转机 的 困 客 数 为 a 
5 由 以 下 情况 决定 . 

当 < 时 ,cj 二 90. 表示 不 允许 在 预定 起 飞 时 间 之 前 起 飞 . 

当 志 和 ft 坟 7 时 ,飞机 翅 束 飞行 引起 和 摧 料 消耗 ,航空 公司 所 付 
的 附加 费 记 为 六 (1) ,为 简单 起 见 设 它 与 飞行 距离 d: 和 延迟 的 时 
间 : 一 成 正比 ; 考 虚 到 与 5& 一 r 成 正比 ,所 以 有 

fk) 
其 中 为 比例 系数 . 秉 客 的 不 满意 程度 将 随 着 延迟 的 时 间 增 加 而 
迅速 增长 , 设 每 个 乘客 的 不 满意 程度 相同 , 记 这 种 不 满意 折合 的 损 
拓 费 为 (9 ， 设 
一 ae[ente- lp 
其 中 ,se 为 比例 系数 , 则 
c= + ED). 

当 i 守 + 时 ,燃料 消耗 引起 的 附加 费 为 六 (no (以 最 大 速度 v。 
飞行 ,燃料 消耗 不 再 随 1 增加 ), 所 有 乘客 不 满意 折合 的 损失 费 为 
1 (0 ， 除 此 之 外 还 需 考虑 误 机 引起 的 费用 . 设 航空 公司 赔偿 误 机 
屁 窜 的 费用 为 

让 (一 中 
7 为 比例 系数 ; 误 机 乘客 的 抑 怨 折合 的 损失 费 设 为 
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git) =bg 
5 是 比 饮 系数 .三 是 广 人 2) ,giQ)、 记 (Tr) ,g2(f) 之 和 . 
综 上 所 述 ， 
| ee OSI 
fe (0 LET 
fT + gD tr 
在 ci 的 表达 式 中 :二 , 户 ,9' 由 数据 信息 给 出 ,Asv oo 下 和 
是 让 以 预先 确定 的 常数 ,a' ,zw 是 自由 参数 ,这 些 将 情 客 主观 的 
不 满意 程度 折合 成 报 失 费 的 比例 系数 难以 精确 估量 ,可 根据 经 验 
估计 . 
3. 模型 检验 
建立 的 模型 是 否 能 够 应 用 ,在 很 大 程度 上 取决 了 当 自 由 参数 
作 微小 改变 时 ,最 优 解 是 否 变化 很 大 , 专 及 名 个 自由 参数 的 改变 对 
结果 的 影响 径 度 . 
为 了 分 析 最 优 解 对 参数 的 敏感 性 ,首先 考 嘎 相应 的 线性 规划 
问题 . 
记 (1)? 式 中 的 < 为 一 =, 构 造 线性 规划 问题 ， 
max 2Z= > Docury 


i=1 j=1 


号 , t+, 了 > 一 1 一 1 人 2 
J= 一 上 ， 


Dm1, jl 


Tui220 
车 (1) 式 有 可 行 解 ; 则 一 定 存 在 决策 变量 xz, 取 整数 值 的 最 优 
解 . 注意 到 前 两 个 约束 条 件 ,zj 只 能 取 值 6 和 1, 于 是 整数 规划 问 


题 等 价 于 原来 的 0-1 规划 . 将 问题 (1) 简 记 为 
max Z—=C"X 


s.t. AX=Bb,X>0. (4) 
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设 问题 (4) 的 最 优 解 为 了 ,研究 CC 有 微小 改变 Ac 时 的 影响 . 
间 题 (4) 的 对 偶 问题 是 
min W=FY 
s.t, YAS>C 
设 其 最 优 解 为 了 * ,因为 当 C 变 为 C=C+AC 时 ,到 "作为 4 式 的 
可 行 解 ,根据 王 性 规划 的 对 偶 理 论 , 当 且 仅 当 于 A4 守 C* 时 , 即 AC 
了’ 一 CC 时; 斌 ' 还 是 (4) 式 的 最 优 解 . 
进一步 说 ,即使 "不 再 是 最 优 解 ,新 的 目标 画 数 为 
Z!=CT XE" =2Z+(AC) KN’, 
即 ZzZ 的 改变 量 是 Ac 的 线性 函数 . 
综 上 所 述 , 当 费用 心 发 生 微小 变化 时 对 最 优生 和 目标 函数 值 
的 影响 是 微小 的 . 
;的 不 确切 性 主要 源 于 自由 参数 a,5,a; 设 它们 的 估计 值 和 变 
化 范围 县 


4to,, b+o,, & 十 他 ov 
则 <, 的 变化 范围 "可 由 下 式 计算 : 
zi ci :acyl 多 
.=| 和] 十 吕 吕 】 + 
而 上 面 的 信 导 数 容易 从 6 的 表达 式 算出 . 
最 后 ,不 难 知 道 目 标 画 数值 的 变化 范 畏 cx 由 


Ci 2 
EE 


决定 . 

4. 计算 机 模拟 

理论 模型 的 约束 比 信 真 模型 少 得 多 . 为 简洁 起 见 , 增 加 以 下 候 
设 ; 

1” 最 多 有 三 架 发 机 准备 起 飞 , 若 只 有 两 架 飞 机 准备 起 飞 , 则 
插入 一 架 只 拟 飞机 ,其 耗费 系数 全 为 堆 ， 

2” 直观 指定 模型 参数 ,实际 上 这 些 参 数值 可 由 经 验 或 调查 确 
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定 . 

3° 每 一 起 飞 窗 昭 为 一 分 狮 长 ;没有 飞机 降落 在 跑道 上 ; 任 一 
乘客 的 转机 费用 为 350 美元 ; 未 起 飞 的 现 订 飞机 的 乘客 的 损失 是 
误 点 15 分 钟 乘 客 的 两 售 . 

仿 喜 例 1; 考 虚 一 种 简单 情况 ,在 早上 6: 00. 有 三 架 飞机 A、 
B.C 准备 起 飞 , 飞 往 三 个 城市 ,并 都 将 在 早上 7?: 20 到 达 目 的 地 ， 
仿真 结果 如 表 9-2: 

表 92 三 可 飞机 仿 趣 结 果 (17 


徘 窜 数 /转机 人 数 耗费 矩阵 


350/1008 0.00 0.48 0. 97 


飞机 


1007160 0.00 0.41 0.83 0 0 1 


400/100 0.00 0.50 1.00 


最 优 起 飞 顺序 为 C,A,B, 即 在 所 有 情况 一 致 时 ,乘客 最 多 的 飞机 
排 为 第 一 . 
仿真 例 2 考虑 在 飞机 C 起 飞 时 , 飞 声 D 要 求 起 飞 :D 已 误 点 
10 分 钟 ,注意 到 此 时 A.B 均 误 点 上 分 钟 , 仿 真 结 果 如 表 9-3 所 示 . 
表 9-3 三 架 飞 机 仿真 结果 (2) 


乘客 数 /转机 人 数 耗费 短 阵 


2107140 10 分 名 |0.82 0.31 1.00 


飞机 


100/100 0.07 0O.15 0.22 


3507100 站 09 0.17 小 36 


最 优 排序 为 D,A,B, 即 误 点 最 长 的 飞机 排序 第 一 . 
仿真 例 3 两 分 钟 过 去 了 ,飞机 D.A 都 已 起 飞 , 此 时 飞机 B 
误 点 3 分 钟 , 另 一 架 飞机 玉 也 已 准备 起 飞 . 设 下 已 在 时 间 表 上 ,市 
晚点 的 耗费 为 450 美元 /分 钟 . 仿真 结果 如 表 9-4 所 示 . 
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囊 94 三 架 飞 机 仿 喜 结果 (3 . 


案 容 数 /转机 人 数 


1007100 


飞机 


0.60 0.80 1.00 


dO0 0.28 0.56 


122/89 


0.00 .60 0.00 


看 起 来 ,似乎 B 应 在 前 起 飞 , 但 由 于 高 速 飞行 的 耗费 和 乘客 
”人 数 , 更 好 的 方案 是 玉 在 B 前 起 飞 . 

例 9-2 为 沿海 地 区 服务 的 电力 公司 必须 具备 应 急 系 统 来 处 
理 风暴 引起 的 电力 中 断 . 这 样 的 系统 需要 由 估计 修复 的 时 间 ,费用 
和 由 客观 准则 判定 的 停电 的 “价值 "构成 的 数据 输入 ,过 去 HECO 
电力 公司 曾 因 饼 乏 优先 方案 而 章 受 传播 媒介 的 批评 . 

假设 你 是 HECO 电力 公司 顾问 ,HECO 具有 一 个 实时 处 理 ， 
通常 包含 下 述 信息 的 服务 电话 的 计算 机 教 据 库 : 

报 人 外 时间, 需求 者 类 型 ,估计 的 受害 人 数 以 及 停电 地 点 (zx， 
了 

工程 队 调 度 所 位 于 (0,07 和 (40,40), 其 中 让,y 以 公里 为 单 
位 .HECO 的 服务 区 域 在 一 全 <r<65 和 一 50<y<50 之 内 ,因为 
有 极 好 的 道路 网 络 ,该 地 区 完全 都 市 化 了 . 工程 队 只 是 在 上 班 和 下 
a 公司 的 政策 是 假若 停电 的 设施 是 铁路 或 医院 ， 

要 有 工程 队 可 派 就 立即 处 理 , 其 他 情形 都 奸 竺 暴风雨 离开 这 一 
好 区 后 于 开 公 工作 

HECO 府 你 为 表 9-5 所 列 的 暴风 两 修复 请 求 和 表 9.5 所 列 
的 维 肯 能 力 建立 客观 准则 和 安排 工作 计 基 ,注意 ,第 一 个 电话 是 
4: 20( 早 上 ) 接 到 的 ,暴风 雨 是 早上 6 : 00 离开 该 地 区 ,还 要 注意 
很 多 停电 是 当日 很 迟 才 报修 的 . 

HECO 出 自 自身 的 目的 需要 一 份 技术 报告 和 一 份 用 外 行 术 
语 写 就 的 “执行 摘要 ”, 可 提交 新 闻 媒 介 . 他 们 和 希望 有 对 将 来 的 建 
议 . 为 次 定 你 的 优先 计划 安排 系统 , 你 还 需 作 一 些 附加 的 假设 , 详 

303 


述 这些 假 设 . 将 来 你 可 能 希望 有 附加 的 数据 ,如 果 是 , 详 述 这 些 需 
要 的 信息 . 
表 9-5 风暴 修复 请 求 


时 间 估计 修复 时 
Laum) 位 置 类 型 间 ( 一 队 所 
沉 小 时 数 ) 

4:20 | (一 10,39) | 事业 (有 线 电 视 》 6 

6:30 {3,3) 住宅 20 7 

5:35 (20,5) 事业 (医院 】 240 8 

5， 55 | c-10,5) | 事业 (铁路 系统 》 25 名 工人 5 

75000 条 客 

6100 | 反 暴 离开 | 工程 队 可 以 派出 

6:05 (3.30) 住宅 45 2 

6 06 (5 20) 区 域 * 2000 7 

5:08 | (60,45) | 住宅 | ? 9 
-6+ 09 (1,10) 政府 (市 政 厅 ) ? ? 

G6: 15 {5,20) 素 业 {购物 中 心 } 200 工人 5 

6:20 | (5, 一 25) | 政府 部 门 ( 消 防 ) 15 工 人 3 

6: 20 {12,18》 | 住宅 350 6 

5: 22 CT 10» 区 域 “ 400 12 

6 25 | (一 1,19? 虽 | 工业 ( 报 业 公司 》 190 | 10 

6: 40 |f 一 20, 一 19:| 工业 t 工 广 》 395 7 

6:55 | (一 1,30) | 区域 * ? 6 

7: 00 | (一 20.30) | 政府 (高 中 ) 1200 学 生 3 

了 + 0 C40120) 政府 {小 学 } 1700 人 

7:00 (7 一 20?，| 事业 人 (饭店) 25 12 

7100 | (8, 一 23) | 履 府 (警察 局 .监狱 ? 7 


(25,15) | 政府 (小 学 ) 
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时 间 

《army》 

T+ 10 (—10,—10)| 住宅 

?xz10 | (一 1; 一 27 | 政府 (学 院 》 
?110 | (8, 一 25) | 工业 (电脑 制造 ? 
7110 (18,55》 | 住宅 

7: 20 (7,35) | 区域， 

7 :45 (20.0) 住宅 

7150 | (一 6,30) | 事业 (医院 ) 
81:15 (10,40) |「 素 业 ( 几 家 商店 ) 
8:20 |《15, 一 25》 | 政府 (交通 灯 》 
8 35 |( 一 20, 一 35)| 事业 ( 报 行 ) 
8159 | (47,30) 住宅 

gr 50 (55.50) | 住宅 

10: 30|1( 一 18; 一 35)| 住宅 

10: 30| (一 1,50) | 事业 (市 中 心 : 
10135| (一 ?7; 一 8 | 事业 (机 场 ) 
10550| (5, 一 25) | 政府 (消防 部 门 ) 


(£8.20) 


* 区 域 指 二 个 或 多 个 其 他 类 域 的 组 合 ， 


工程 队 的 情况 


区 域 * 


续 骨 


估计 修复 时 
些 响 人 一 则 (一 队 所 
器 小 时 数 ) 
3000 8 
450 工人 5 
350 10 
400 9 
800 5 
300 5 
50 6 
? 3 
20 5 
4 ? 
? 12 
10 10 
150 5 
350 工大 44 
15 5 


- 工程 队 调 度 所 位 于 0,0) 和 (xo, 0); 


"工程 队 由 三 个 熟练 工人 组 成 ; 


- 工程 队 只 是 在 上 下 班 套间 向 调度 所 报告 ， 


* 工程 队 上 班 时 金 部 时 间 用 来 做 它 的 调 讼 疡 指派 的 工作 . 工 
程 队 通常 按 常 规 执 行 任务 . 在 风暴 离开 该 区 域 之 前 ,他 们 只 能 因 紧 


急 情 况 派出 ，; 


305 


"工程 队 工 作 8 小 时 后 换班 ; 

“ 每 个 调度 所 指挥 六 个 工程 队 ， 

* 工程 队 一 天 最 多 加 一 班 , 加 班 领取 一 倍 半 工资 . 

基本 假设 :从 表 9-4 可 见 ,每 中 心 有 3 各 熟练 工人 每 天 轮流 值 
班 { 一 个 工程 队 ) ,紧急 修理 时 每 个 点 有 86 名 工人 可 启用 (每 个 点 的 
6 个 工程 耻 分 为 三 班 , 每 班 8 小时). 另外 增加 假设 ; 

1 街道 为 东西 一 一 南北 向 ,两 互 间 距离 公式 为 ， 

好 wu 一 | 一 2 十 | 一 如 | 

道路 状况 良好 ,均匀 ,路 途 时 间 只 取决 于 距离 ,车 辆 路 途 运 行 
费用 与 工资 相 比 可 忽略 不 计 . 

2 每 个 正常 班 工资 为 10 美元 /小 时 ,加 班 费 为 15 美元 /小 时 ， 


”工人 在 未 完成 一 项 工作 时 不 得 移动 地 点 ,每 个 工人 可 加 班 8 小 时 ， 


但 已 超过 时 不 得 开始 新 工作 . 各 工人 间 联 系 充分 ,保证 工作 指 族 不 
会 冲突 . 

3° 同一 作业 不 因 指 派 多 于 1 人 而 加速, 所 有 工作 八 员 均 有 相 
亲 的 能 为 与 效率 . 

4° 车 辆 行 怠速 度 规 定 为 60 公里 /小 时 . 

问题 分 析 

阿 题 的 关键 是 将 申请 收复 单位 合理 排序 并 合理 指派 工人 . 问 
题 既 有 离散 时 间 排 队 系 统 的 特点 义 有 线性 规划 模型 特点 . 但 在 工 
人 的 时 间 约 东方 面 不 同 于 服务 系统 ,在 动态 性 质 上 又 区 别 于 线性 
规划 结构 ,修复 工作 的 组 织 应 根据 三 个 目标 进行 ; 

1" 要 考虑 受 影响 地 区 的 社会 重要 性 ， 

2°" 要 使 修复 时 间 最 短 ， 包括 完成 全 部 修复 所 需 时 间 和 平均 及 
累计 上 最 务 时 间 ; 

3" 修复 费用 最 小 ,工作 安排 应 使 路 途 和 加 班 时 间 最 和 绑 . 

排序 方法 

选用 五 种 排序 方法 进行 分 析 上 比较. | 

1" 先 到 先 了 服务 FIFO) ,由 此 可 得 到 各 种 指标 的 近似 上 界 . 
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2。 用 AHP 方法 赋 权 , 按 权重 服务 . 
采用 如 下 晨 次 结 梅 图 (图 9-3). 


六 肌 而 
ET 
区 生发 日 


蜀 9-3 ”排序 层次 结构 图 
表 96 合理 排序 的 权重 


合理 排序 
单位 重要 性 
影响 人 数 


单位 重要 性 


1 


175 


人 .人 O28 和 4 


0. 04508 
0. 181078 0. 32864 
0. eee 0. 25284 


0. 058630 0.10641 


0- O8193 


对 于 受 影响 人 数 划分 为 9 级 ;对 空缺 人 数 用 该 类 型 单位 的 平均 人 
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数 替代 . 


训 9-8 人 数 转换 为 1 一 9 标 谭 


5 


3 


1 4 


10~~20 21~50 SI~100 101~250 251 一 500 


501~ 800 2001~ 3000 


t301 一 2000 


801 一 1300 


由 此 得 到 修复 第 了 个 单位 的 优先 数 ( 即 菲 序 权重 ?为 


六 


P,=TRX 十 NPX 二 


其 中 ,TR 为 修复 单位 类 型 权重 ,NP 为 受 影响 人 数 权 重 . 

3° 最 短 作 业 时 间 法 SPT) 

.该 法 简单 地 根据 估计 作业 时 间 从 最 短 到 最 长 修理 时 间 安 排 修 
理工 作 . 

4° 作业 松弛 法 

该 法 按 作业 最 短 检 弛 时 间 进 行 排序 ,其 中 作业 重要 性 引用 了 
AHP 确定 的 权重 已, 计算 过 程 如 下 ， 

作 计 算 第 ;个 单位 和 估计 修复 时 刻 D;= EP 十 TT 其 中 ,EE; 为 
估计 伴 复 所 需 时 间 ,PP 为 作业 权重 ,T; 为 申请 报告 时 间 . 

名 计算 松 落 时 间 5;=D; 一 5,, 并 根据 5; 的 大 小 ,由 小 到 大 进 
行 排序 . 

5° 比例 法 . 

根据 比 傅 R: 一 Ei/Pi 由 小 到 大 对 作业 排序 ,分 母 中 的 P, 使 有 
较 大 的 权重 的 单位 能 排 在 前 面 ,分 子 中 的 使 需要 较 短 修复 时 间 . 
的 单位 能 较 早 修复 ,从 而 减少 系统 平均 等 待 时 间 . 

算法 描述 

在 计算 机 仿真 过 程 中 的 计算 原则 是 : 

1 初始 状态 :风暴 开始 时 各 中 心 有 一 大 值班 ,到 清 展 8; 00 
后 每 中 心 有 两 名 工人 可 指派 工作 . 
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2° 一 则 申请 报告 提出 ,申请 单位 将 接 优 先 权重 排 到 当前 等 待 
修复 队伍 中 . 还 未 参与 排队 的 单位 不 得 进行 收复, 当 新 的 一 班 开始 
或 有 工人 可 指派 时 ,优先 权重 高 的 单位 首先 进行 收复 , 当 有 老 个 工 
人 可 指派 于 应 使 总 路 途 最 短 , 当 某 个 修理 工作 不 能 在 一 个 班 内 完 
成 时 允许 超时 修理 ,直到 工作 完成 或 超过 允许 加 班 时 间 才 返回 中 
心 ， 

3* 对 每 个 工人 记 下 加 班 时 间 , 对 每 项 作业 记 下 开始 修复 时 间 
和 完成 时 间 以 及 其 他 所 需 信 息 - 

性 能 测量 

收复 方案 的 优 洗 由 下 述 指 标 确 定 . 

1° 系统 总 时 间 5T ,各 项 修复 工作 等 待 时 间 之 总 和 ，, 即 ST = 


2.ST,, 其 中 S7i 一 第 ; 个 单位 修复 时 刻 一 报告 时 间 . 
2* 系统 如 权 总 时 间 (PST) 
PST= ZST.xP. 


其 中 P; 为 AHP 权重 因子 . 
3° 痊 修 复 时 间 即 完成 所 有 修复 工作 的 时 间 ， 
4” 费用 , 即 修复 期 间 总 工资 . 
仿真 结果 如 图 9-4 所 示 . 


区 可 加权 系 统 时 间 
巴 可 费用 Cx $10000) 


4 
3. 中 


3 
2. 中 


1. 


2 
1 
0.5 
中 


图 9-4 五 种 方法 比较 
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对 五 种 方法 进行 比较 

1 AHP 法 .比例 法 、 作业 松 弛 法 由 于 都 考虑 了 优先 权重 , 故 它 
们 的 平均 加 权 系 统 时 间 较 FIFO 以 及 最 短 作 业 时 间 法 要 优 . 

2* 考虑 了 估计 修复 时 间 进 行 加 权 的 比例 法 的 平均 系统 时 间 
较 FIFO 以 及 AHP 方法 要 优 . 

3° 综合 上 述 丙 种 结果 可 见 , 比 例 法 是 最 优 排序 方法 . 

4° 从 费用 分 析 看 增加 最 大 允许 加 班 时 间 在 支出 增加 10% 的 
情况 下 系统 总 时 间 可 下 降 50 儿 ,因此 适当 加 班 是 可 取 的 . 

5° 在 这 个 具有 优先 权 的 排队 问题 中 ,AHP 中 的 极 重 计算 可 采 
用 归 一 化 的 准则 型 方法 ,即将 最 重要 单位 取 权 重 为 1, 然 后 归 一 
化 . 可 各 免 由 于 类 型 的 增多 而 改变 单位 重要 性 在 整个 权重 中 的 份 
额 ,如 表 9-6 最 后 一 列 所 示 ， 


习 是 


1- 某 生 产 线 上 ,零件 披 泊 松 分 布 到 达 ,工序 I 和 工序 工 的 加 工时 间 分 别 
为 正 态 分 布 和 有 分 布 的 随机 变量 , 试 研究 零件 人 库 的 分 布 特征 . 


图 9-5 
2. 相距 5. 43 公里 的 两 个 监听 站 收听 到 一 个 短暂 的 无 线 电讯 号 . 收 昕 到 
讯 导 的 时 让 测 商人 区 分 别 定 位 在 111" 和 113* 姓 【如 图 9-5)， 测 向 仪 的 精 度 为 
十 站 ， 该 讯号 来 自 一 个 毒 唱 交 接 活 县 的 地 方 , 据 推测 该 处 有 一 只 机 动 船 正 等 
着 有 人 汝 取 毒 品 . 当时 正信 黄昏 .无 风 . 无 潮流 - 一 架 小 型 直 升 飞机 离开 监听 
站 癌 的 简易 机 场 并 能 准确 地 沿 111" 角 方向 飞行 . 直 升 飞 机 的 飞行 速度 是 走私 
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船 的 三 倍 . 在 离 船 500 英尺 时 船上 能 昕 到 直 升 飞 机 药 声 音 . 直 升 飞 机 只 有 一 
种 侦察 仪器 一 一 探照灯 . 在 200 英尺 远 的 地 方 探照灯 只 能 照明 半径 为 25 英 
尺 的 夯 域 . (1) 说 明 飞 行 员 能 找到 正 等 敬 的 毒品 船 的 ( 景 小 >) 区域;(2} 研 究 一 
种 直 升 飞机 的 最 侍 搜 索 方法 . 在 你 的 计算 中 要 有 95 儿 的 精度 . (MCM1988 年 
4 题 )， 

3. 煤矿 公司 经 营 一 个 包括 一 个 单个 的 大 型 个 煤 和 在 内 的 装 煤 设施 . 当 
装 煤 列车 到 达 时 ,从 倒 煤 台 往 上 装 煤 . 一列 标准 列车 要 用 3 小 时 装 满 ,而 倒 煤 
台 的 容量 是 一 列 半 标 准 列 车 . 每 天 ,铁道 部 门 向 这 个 装 煤 设施 发 送 了 列 标准 
列 率 . 这 些 列 车 可 在 当地 时 间 上 午 5 点 到 下 午 8 点 的 任何 时 间 内 色 达 . 每 判 
列车 有 三 辆 机 车 , 如 果 一 列车 到 达 后 丁 等 待 将 煤 而 停滞 在 那里 ( 即 处 于 等 待 
服务 状态 ?的 话 , 铁 道 部 门票 征收 一 种 称 为 洛斯 融 的 特别 费 甫 ,每 小 时 每 辆 机 
车 5000 美元 . 沪 外 ,每 周 姑 期 四 上 午 11 点 到 下 午 1 点 之 间 看 一 列 大 容量 列 
车 到 达 . 这 种 特殊 的 列车 有 五 辆 机 车 并 能 装 两 列 标准 列车 的 煤 . 一 个 装 媒 工 
作 班 要 用 6 小 时 直接 从 煤矿 运 煤 来 把 空 的 倒 媒 人 装 满 : 这 个 工作 班 ( 包 括 它 
用 的 设备 ) 的 费用 是 每 小 时 9000 美 元. 可 以 调用 第 二 个 工作 班 送行 一 个 附加 
的 倒 代 台 操作 系统 来 提高 装 煤 速度 ;而 费用 为 每 小 时 12000 美元 ,出 于 安全 
章 原 因 , 当 往 倒 煤 冯 装 煤 时 ,不 能 往 列 车 上 装 煤 . 每 当 由 于 往 倒 煤 台 装 烧 而 中 
斯 往 列 车 上 装 煤 时 ,就 素 征 收 澡 期 费 ， 

煤矿 公司 的 忽 理 部 门 要 请 教 你 们 如 何 商定 该 个 煤 台 的 装 煤 所 作 的 平 机 
期 开 克 ,你 们 的 分 析 诺 包括 以 下 的 问题 ; 

a) 应 调用 几 次 第 二 个 工作 班 ? 

b) 预 期 的 月 滞 期 典 是 多 少 ? 

< 如果 标准 列车 能 按 调 虚 在 确切 的 时 间 到 达 , 什 么 样 的 日 调度 安排 能 使 
装 媒 费用 最 少 ? 

d? 调 用 第 三 个 费用 为 每 小 时 12000 美元 的 倒 煤 台 操 作 系统 工 作 斑 , 能 否 
帮 低 年 操作 埋 用 ? 

e) 该 倒 煤 台 每 天 能 否 再 装 第 四 辆 标准 车 的 煤 ? 

(MCM1993 年 B 题 ) 
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第 十 章 ”因子 试验 法 与 人 工 现实 法 


前 面 分 别 讨论 了 数学 建 模 的 三 种 主要 方法 :机理 分 析 法 ,数据 
分 析 法 和 仿真 方法 . 由 于 实际 问题 千差万别 ,对 于 某 实 际 问题 ,能 
获得 的 先 验 知识 或 试验 数据 多 少 不 一 ,因此 建 模 方 法 也 是 丰富 多 
样 . 本 章 讨论 较 复 杂 系 统 的 数学 建 模 . 一 个 复杂 系统 , 若 能 分 解 成 
若干 子 系统 ,而 各 子 系 统 具有 较 充分 的 先 验 知识 或 试验 数据 , 刚 可 
先 对 各 子 系统 建立 机 理 的 或 统计 的 模型 ,然后 对 复杂 系统 进行 仿 
真 . 在 上 述 要 求 也 达 不 到 的 情况 下 ,下 面 两 种 方法 值得 考虑 . 


一 ,有 计划 地 作 因子 试验 


当 系 统 现 有 的 数据 不 能 确定 个 别 因 素 { 变 量 ? 对 系统 指标 的 影 
啊 对 ,这 时 就 有 必要 在 系统 上 作 局 部 试验 (而 且 可 以 重复 地 做 ), 根 
据 试验 结果 来 进行 分 析 求 得 所 需 模型 结构 ， 

例 10-1 广告 费用 投资 模型 

根据 一 般 的 想象 ,总 认为 广告 费用 投资 越 多 ,销售 量 就 越 大 ， 
其 关系 可 能 是 线性 的 ,如 图 10-1ca} 所 示 . 运筹 学 者 则 不 同意 此 观 
点 ;认为 它 应 有 和 饱和 上 段 , 即 应 为 二 次 函数 ,如 图 10-1(b) 所 示 , 而 心 
理学 家 认为 应 是 Logistci 模型 ,如 图 10-1(c) 所 示 . 


。 精 嫩 悄 千 量 销 舍 量 


广告 费 广告 费 广告 费 
《a) (by 《e) 


图 10-1 广告 投资 的 假想 模型 
这 三 种 不 同 的 模型 结构 需 通过 试验 检验 . 选择 几 个 有 代表 性 
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的 地 区 对 某 种 商品 进行 销售 试验 ,结果 得 到 如 图 10-2 的 曲线 . 


—25% 6 50% ”广告 费 

改变 量 

一 10-2 模型 的 试验 

显然 试验 曲线 与 假 息 划 线 均 不 相符 . 因此 必须 进一步 进行 社 
会 销售 行 沈 的 分 析 . 原来 社会 上 有 两 娄 人 , 即 较 富 有 的 《 记 为 只 7 和 
较 穷 的 ( 记 为 已 ). 对 于 较 富 有 者 ( 尽 ) ,不 论 公 司 是 否 做 广告 , 述 是 
要 购买 的 ,而 较 穷 (4P)? 的 由 于 经 济 上 不 富裕 ,在 时 间 上 总 有 延 认 
“听取 反映 和 积 票 扰 票 .所 以 销售 曲线 应 是 这 两 类 消费 着 的 挝 加 ， 
如 图 10-3 所 示 . 
进一步 的 试验 可 得 曲线 如 图 10-4 所 示 . 


销售 量 


广告 响 广告 费 
图 10-3 模型 的 分 析 图 10-4 模型 的 综合 
这 表明 在 广告 费 投资 完了 之 后 ,在 市 场 上 还 会 维持 一 奴 时 间 
的 效果 ,人 们 对 原来 广告 的 印象 在 广告 消除 后 还 会 保留 一 段 时 间 . 
根据 综合 ,最 后 决策 应 该 是 波浪 式 地 进行 广告 投资 ， 


? 二 .利用 "大工 现实 ” 


在 系统 结构 性 质 不 明确 ,又 无 足够 的 数据 可 分 析 ,而 在 系统 上 
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叉 无 法 做 试验 的 情况 下 ,可 利用 人工 现实 ”着手 构 揽 模型 . 这 一 方 
法 又 称 为 “人 工 假 设法 "或 “ 想 定 法 "(Scenario)， 

“人 工 现 实 ” 法 ,是 基于 对 系统 过 去 行为 的 了 解 和 对 未 来 希望 
达到 的 目标 ,并 考虑 到 系统 中 有 关 因 素 的 可 能 变化 ,人 为 地 组 成 一 
全 系统 ,将 * 人 工 现实 ?适当 地 分 解 成 一 些 较 为 初等 的 系统 (次 系 
统 . 子 系统 ). 这 些 子 系统 ,或 者 过 去 已 有 研究 ,或 者 比较 容易 形成 
模型 . 将 系统 中 的 不 确定 因素 很 定 为 若干 组 确定 的 值 . 显然 这 些 人 
为 的 假设 应 该 是 有 根据 的 合理 的 . 这 就 形成 了 一 个 初步 的 模型 . 这 
样 一 个 人 工 假 定 的 模型 是 一 个 反复 修改 .不 断 完 善 的 长 期 过 程 . 模 
型 的 价值 取决 于 对 模型 中 各 种 因素 的 数学 描述 是 否 正 确 ， 模型 所 
使 用 的 数据 库 是 否 精确 和 完善 . 

人 工 现 实 法 建 模 的 目的 在 于 为 重大 决策 提供 参考 ， 适 于 一 些 
规模 巨大 .关系 复杂 ,涉及 到 人 和 多 方面 的 不 确定 因素 的 系统 ,如 
社会 经 济 系 统 . 能 源 系 统 . 军 事 系 统 以 及 运输 贸易 系统 等 等 . 
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后 记 


本 书 介绍 了 数学 建 复 的 主要 方法 ,并 采用 实 便 研究 法 (Case studies Yi 上 
初学 者 从 中 思考 体会 别人 做 过 的 模型 ,作为 当前 数学 课程 的 补充 ,也 作为 应 
用 数学 一 一 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 一 一 基本 训练 . 限于 箭 旺 ,很 儿 非 常 
有 用 的 模 亨 方法 ,如 物理 模型 中 的 量 纲 分 析 葵 .运筹 学 中 的 怨 雪 有 趣 模型 . 动 
查 系统 优化 中 的 变 分 法 和 最 优 控制 模型 等 等 ,都 没有 在 这 儿 介 绍 , 很 志 畏 彩 
的 实例 不 得 不 忍痛 他 爱 ,所 介绍 的 方法 也 只 涉及 到 基本 摄 念 , 并 未 展开 记 论 ， 
其 中 的 理论 问题 则 只 有 交 到 专门 问题 中 再 去 研究 . 

数学 建 模 的 理论 和 方法 发 展 很 快 ,例如 小 波 分 析 方 法 和 神经 网 络 方 法 
[40j~L42]3 ,它们 分 别 在 信号 公理 .图 像 处 理 、 基 于 场 论 ,地 震 勘 探 , 需 达 、 
于 村 识别 、 税 锋 议 党 和 图 像 识别 ,语音 识别 ,自动 控制 .系统 拓 识 以 及 块 策 与 
评价 等 俯 多 领域 得 到 广泛 的 应 用 . 了解 这 些 新 的 方法 有 助 于 利用 数学 模型 研 
究 解 决 实际 问题 - 

在 计算 机 飞速 发 展 的 今天 ,数学 建 模 工 作 不 再 是 一 只 笔 一 张 纸 的 纯粹 手 
工 劳动 ,一 批 计算 机 辅 动 建 模 的 软件 包 成 为 建 模 工作 者 的 得 力 动 手 , 其 中 在 
我 国 使 用 较为 广 证 的 有 Mathematicae™ Math CAD 等 ,而 从 决策 支持 系 辣 角 
度 研 究 的 建 模 支 持 系统 也 开始 向 世 . 

数学 模型 方法 ,是 当代 数学 领域 的 一 个 重要 分 支 ,又 与 各 种 实际 问题 涉 
及 的 专业 知识 窗 不 可 分 ,这 是 数学 模型 方法 与 传统 的 数学 深 程 不 同 之 处 ,而 
建 模 的 再 维 方法 和 大 量 技巧 也 只 有 在 实际 建 模 工作 中 才能 体会 到 学习 到 . 
希望 这 本 书 能 对 初学 者 有 所 帮助 - 
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